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Анотація -  Розглянуто крайову задачу для рівняння 
поперечних коливань стрижня за умов жорсткого закріплення 
його кінців та із загально прийнятими початковими умовами. 
Знайдено розв’язки такої задачі за допомогою концепції 
квазіпохідних, сучасної теорії систем лінійних 
диференціальних рівнянь, класичного методу Фур’є та методу 
редукції.

Abstract -  The boundary value problem for the equation of 
transverse oscillations of a rod under conditions of rigid fixation 
of its ends and with generally accepted initial conditions was 
considered. The solutions of a such problem were found by using 
a concept of quasi-derivatives, a modern theory of systems of 
linear differential equations, the classical Fourier method and a 
reduction method.

Ключові слова: квазідиференціальне рівняння четвертого 
порядку, крайова задача, матриця Коші, задача на власні 
значення, метод Фур’є та метод власних функцій.

Keywords: fourth-order kvazidifferential equation, the 
boundary value problem, the Cauchy matrix, the eigenvalues 
problem, the method of Fourier and the method of eigenfunctions.

I. В с т у п

Одним із методів розв’язування нестаціонарних 
крайових задач є прямий метод, загальна схема реалізації 
якого полягає в зведенні вихідної задачі до розв’язування 
двох простіших, взаємозв’язаних задач та застосуванні 
схеми Фур’є. Цей метод був розроблений при дослідженні
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процесів теплообміну [1] та загальних крайових задач для 
рівнянь повздовжніх коливань стрижня [2-4].

Важливу роль в цьому методі відіграє концепція 
квазіпохідних, яка дозволяє уникнути проблеми множення 
узагальнених функцій.

В цій роботі вперше використано подібний підхід до 
дослідження загальних крайових задач для рівняння 
поперечних коливань стрижня. Слід підкреслити, що в цих 
задачах за просторовою змінною виникає рівняння в 
частинних похідних не другого, а четвертого порядку.

II. О с н о в н і  п о з н а ч е н н я ,  ф о р м у л ю в а н н я  з а д а ч і ,

ПОБУДОВА РО ЗВ’ЯЗКУ

Нехай Е -  модуль Юнга, J  -  момент інерції поперечного 
перерізу, р  -  густина матеріалу, ¥  -  площа поперечного 
перерізу стрижня, д(х , t) -  інтенсивність зовнішнього 
навантаження.

д

Розглянемо диференціальне рівняння

2 (
EJ

дх
(13)

дх'2
д2 w

+ p F — — = q(х, t) , х є (0; l ) , t є (0; +»)
dt

з крановими умовами

dw
w(0, t) = zoo(t); —  (0, t) = zoi(t);

дх
dw

w(l, t) = zi o(t); —  (І, t) = zn (t),
дх

та початковими умовами

t є [0; +<») (14)

w( х,0) = ф( х), 
dw
—  (х,0) = ^( х), 
dt

х є [0;І], (15)

Де ^оо(ґ)> *оі(0> ^о (ґ)> % (ґ) є с  (°; +^)> Р(хЬ (Кх) -  
кусково-неперервні на (0; 1).

Згідно з методом редукції розв’язок задачі (13) - (15) 
шукаємо у вигляді суми двох функцій

^(X, Ґ) = и(X, Ґ) + у(X, Ґ) . (16)

Визначимо функцію и(х,ґ) як розв’язок крайової 
квазістатичної задачі

(а0( х)м"(х, ґ))" = 0, (17)

du
U (0, t) = Z00(t); —  (0, t) = Z0i(t); 

дх
du

u(l, t) = zi 0 (t); — (l, t) = zn(t)дх

t є [0; + « ), (18)

де ^ 0  (х) = EJ .

В основі методу розв’язування задачі (17), (18) лежить 
концепція квазіпохідних [5].

Запишемо мішану задачу для функції у( х, ґ), 
враховуючи, що функція и( х, ґ) задовольняє (17)-(6)

_д_
дх2

( ) д2у  ̂0)( х) 2дх2
д2м

+ p F  —2  = ?(х, t ) - p F — , (19) 
dt2 dt2

х є (0; І), t є (0; +да),

v(0, t) = 0; ^  (0, t) = 0;
дх
dv

v(l, t) = 0; — (l, t) = 0
дх

t є [0; +да),

v( х,0) = ®0( x), 
dv х є [0; l],
—  (х,0) = Фі ( х),

.dt

(20)

(21)

d ef d ef ^  
де Ф0( x) = p(x) -  и( x,0), ®j( x) = y/( x )----- (x,0).

3t

Для розв’язання задачі (22) - (23) застосовано 
модифікований метод власних функцій [4].

В и с н о в к и

Розв’язана загальна крайова задача для рівняння 
поперечних коливань стрижня за умов жорсткого 
закріплення його кінців. При розв’язанні розвинута схема 
прямого методу, який ґрунтується на концепції 
квазіпохідних, сучасній теорії систем диференціальних 
рівнянь, модифікованому методу власних функцій Фур’є.

Такий підхід, без особливих труднощів, поширюється 
на випадки будь-яких інших умов закріплень кінців 
стрижнів.
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