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ГРАФІЧНІ ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ У ВІЗУАЛІЗАЦІЇ 
БАГАТОВИДІВ ПРОСТОРІВ СТАНУ ТЕХНІЧНИХ СИСТЕМ 

 
Дослідження об’єктів, процесів і явищ різного походження і 

призначення передбачає комп’ютерну візуалізацію одержаних результатів 
із залученням графічних засобів. Більшість застосувань реалізується 
залежностями у двовимірній координатній  системі, проте з вимірами 
багатьох значущих параметрів. Геометрична інтерпретація результатів 
у багатовимірному просторі стану дозволяє як обґрунтувати вибір 
потрібного числа взаємно незалежних параметрів для формоутворення 
багатопросторової кривої лінії як графіка перехідного процесу, так і 
одержувати додаткові залежності між змінними параметрами, які 
експериментально дослідити важко. Вже у чотиривимірному просторі 
три криві як залежності між чотирма параметрами слугують 
напрямними тривимірних циліндрів, взаємний перетин яких формує 
чотирипросторову криву лінію як графік процесу. Зворотнім 
проекціюванням у решту три двовимірні площини одержуємо ще три 
додаткових залежності між чотирма параметрами. Інші види 
взаємозв’язків параметрів потребують проведення додаткових 
досліджень.  

Залучення графічних комп’ютерних технологій надає можливість 
враховувати численне число параметрів процесів систем різного 
походження. Результати експериментальних досліджень процесів у 
системах подаються, зокрема, рівняннями, параметри яких належать 
підпросторам різної вимірності обхоплюючого багатовимірного 
евклідового простору поточного стану системи. Враховуючи, що 
графіком процесу слугує взагалі багатопросторова крива лінія, заслуговує 
уваги наукова розвідка щодо геометричної інтерпретації її 
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формоутворення з урахуванням залежностей довільного числа параметрів, 
які формують багатопросторову криву лінію як графік процесу. При 
формуванні геометричної моделі досліджуваного об’єкта раціонально 
обрати число допущень, які дозволяють визначити вимірність 
обхоплюючого евклідового простору для комп’ютерної візуалізації.  

Мета статті полягає в обгрунтуванні геометричними засобами 
алгоритмів формоутворення багатопросторових кривих ліній як моделей 
процесів у системах різного призначення. 
 

Ключові слова: графічні інформаційні технології; формоутворення; 
багатовиди; багатовимірні простори. 

 
Постановка проблеми. Дослідження об’єктів, процесів і явищ 

різного походження і призначення передбачає комп’ютерну візуалізацію 
одержаних результатів із залученням графічних засобів. Більшість 
застосувань реалізується залежностями у двовимірній координатній  
системі з вимірами, проте, багатьох значущих параметрів. Геометрична 
інтерпретація результатів у багатовимірному просторі стану дозволяє як 
обґрунтувати вибір потрібного числа взаємно незалежних параметрів для 
формоутворення багатопросторової кривої лінії як графіка перехідного 
процесу, так і одержувати додаткові залежності між змінними 
параметрами, які експериментально дослідити важко. Вже у 
чотиривимірному просторі три криві як залежності між чотирма 
параметрами слугують напрямними тривимірних циліндрів, взаємний 
перетин яких формує чотирипросторову криву лінію як графік процесу. 
Зворотнім проекціюванням у решту три двовимірні площини одержуємо 
ще три додаткових залежності між чотирма параметрами. Інші види 
взаємозв’язків параметрів потребують проведення додаткових досліджень.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У праці [1] закладені 
основи формоутворення багатовидів та гіперповерхонь багатовимірного 
евклідового простору, а засоби їх візуалізації у двовимірних площинах і 
розрахунку вимірності придатні при комп’ютерній візуалізації. У 
дослідженнях [2–6] показані прикладні використання засобів 
багатовимірної геометрії при аналізі експериментальних даних 
температурного поля у чотиривимірному просторі стану і дослідженнях 
дуальних систем на прикладі процесу ліквідації надзвичайних ситуацій 
пожежно–рятувальними підрозділами. Формоутворюючими об’єктами є 
криві лінії просторів вимірності, яка визначається числом прийнятих 
допущень  при побудові геометричної моделі. Деякі особливості 
формоутворення кривих ліній знаходимо в праці [7]. 

Цілі та завдання статті. Мета статті полягає в обгрунтуванні 
геометричними засобами алгоритмів формоутворення багатопросторових 
кривих ліній як моделей процесів у системах різного призначення. 
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Основна частина. Визначимо можливість перетину багатовидів у 
обхоплюючому n – просторі та використання допоміжних багатовидів – 
посередників. Наприклад, у чотиривимірному просторі дві прямі, пряма і 
площина не перетинаються, оскільки сума їх вимірностей менша від 
вимірності цього простору. У просторах вищих вимірностей можливе 
використання гіперповерхонь – посередників. Очевидно, що для побудови 
проекцій 1 – багатовиду як перетину багатовидів однакової чи різної 
розмірності необхідно використати декілька таких поверхонь – 
посередників. Гіперповерхні – посередники можна використовувати для 
знаходження багатовиду перетину підпросторів, якщо сумарна вимірність 
усіх багатовидів, що перетинаються, більша за вимірність обхоплюючого 
простору. Наприклад, дві двовимірні площини 4 – простору перетинаються 
у точці, 0 – багатовид (рис. 1). Визначити можливі випадки одержання 0 – 
багатовидів n – просторів важливо, оскільки 0 – багатовиди являють 
складові геометричні примітиви  багатовидів, зокрема, 1 – багатовидів та 
гіперповерхонь просторів вищих розмірностей. 

Проте використати лінійний підпростір – посередник для 
знаходження перетину двох площин неможливо. Справді, при розмірності 
кожної площини ,221 == mm  вимірність лінійного підпростору перетину 
площин лпr  буде 

 
                                            .021 =−+= nrrrлп                                        

(1) 

Узагальнимо відповідно до (1) спосіб знаходження точки перетину 
двох прямих тривимірного простору (рис.2). У двовимірному підпросторі, 
наприклад, фронтальній площині проекцій знаходимо точку перетину 
фронтальних проекцій прямих  а2 і b2 . Якщо на лінії проекційного 
зв’язку відсутня відповідна їй проекція  точки перетину на горизонтальних 
проекціях а' і b' прямих, то такі прямі мимобіжні (рис.2, а), інакше  
перетинаються (рис.2, б). Знайдемо положення проекцій точки N перетину 
двох двовимірних площин загального положення чотиривимірного 
простору, заданих трикутниками АВС і DEF на рис.1. Визначимо проекції 
лінії перетину спочатку проекцій трикутників у тривимірному підпросторі, 
наприклад, Oxyz.  

Використаємо дві двовимірні площини – посередники: ,xyα  
паралельну координатній площині Oxy цього підпростору і xzα , 
паралельну координатній площині Oxz. Проекція xyzxyzKG  лінії перетину 
трикутників у тривимірному підпросторі Oxyz визначена у двовимірних 
координатних площинах Oxy та Oxz відрізками прямих відповідно xyxy KG  і 

xzxz KG . 
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Рис.1. Перетин двох 2 – площин 4 – простору 
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                                             а                                                                   б 

Рис.2. Перетин двох прямих тривимірного простору 

Визначимо тепер проекції лінії перетину проекцій трикутників у 
тривимірному підпросторі Oxzt, ортогональному до підпростору Oxyz. 
Використаємо також дві двовимірні площини – посередники: ,xtα  
паралельну координатній площині Oxt цього підпростору, і xzβ , 
паралельну координатній  площині Oxz. Проекція xztxztML  лінії перетину у 
тривимірному підпросторі Oxzt  визначена у двовимірних координатних 
площинах Oxz та  Oxt відрізками прямих відповідно xzxzML  і xtxtML . 

Спільним підпростором для двох ортогонально розташованих 
тривимірних підпросторів Oxyz та Oxzt є двовимірний підпростір – 
двовимірна координатна площина Oxz чотиривимірного простору Oxyzt. У 
цій площині одержуємо точку перетину ,xzN що являє одну з проекцій 
точки перетину N  заданих трикутниками АВС і DEF площин.  

Проекції xyN та xtN точки N  перетину двох площин знаходимо за 
їх належністю лініям перетину відповідно xyzxyz KG  та xztxzt ML  у 
тривимірних ортогонально розташованих підпросторах відповідно Oxyz та 
Oxzt. Виконуємо перевірку належності точки N одночасно двом площинам 
трикутників.  

Положення точки перетину N можна знайти також, побудувавши дві 
її проекції перетину двох площин в кожному з двох тривимірних 
підпросторів. Якщо ці проекції згідно рис. 2, б знаходяться на одній лінії 
проекційного зв’язку, тоді точка належить двом площинам трикутників, 
що перетинаються. 

Використаний у даній задачі епюр з усіма площинами проекцій 
дозволяє аналізувати одержаний багатовид перетину багатовидів 
чотиривимірного простору, в даному випадку 0 – багатовид, на цих 
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двовимірних площинах чотиривимірного простору : xyN , xzN , xtN , 

yzN , tyN , ztN з можливістю комп’ютерної візуалізації.  
Розглянемо тепер перетин двох багатовидів чотиривимірного 

простору, результатом якого являє 1 – багатовид, чотирипросторова крива 
лінія. Для зменшення побудов із залученням комп’ютерних засобів 
системи AutoCAD  обмежимось розглядом перетину двох лінійних 
підпросторів по прямій лінії (рис.3). 

У чотиривимірному просторі такими підпросторами, як вказувалось 
вище, являють три – і двовимірні площини. В якості останніх приймемо 
гіперплощину АВСD і двовимірну площину, задану трикутником EFG. Для 
розв’язування задачі визначимо спочатку можливість застосування 
багатовидів – посередників. 

Для знаходження одної з точок (0 – багатовид, 0=Тr  ) відрізка 
прямої знайдемо вимірність багатовиду – посередника БПr : 

 
                         ,0)1( =−−++= knrrrr БПДПТАТ                                       

(2) 
де 3=ТПr , 2=ДПr  – розмірності три – і двовимірних площин;  
k = 3 – кількість багатовидів, що перетинаються.  
З рівняння (2.37) одержуємо вимірність БПr = 3. 

Приймемо в якості багатовиду – посередника перетину двох лінійних 
підпросторів тривимірну площину. Перетнемо обидва лінійних 
підпростори тривимірною площиною рівня зі слідом 1t , яка паралельна 
тривимірному підпросторові Oxyz. Ця площина зображена 
аксонометричною проекцією на рис.4, а.  

Зазначимо, що на епюрі Радищева гіперплощина визначена одним 
слідом 1t  (рис 4, б), тоді як на епюрі з усіма площинами проекцій присутні 
усі три сліди, паралельні осям Ox, Oy, Oz тривимірного підпростору (рис.4, 
в). 

Гіперплощина – посередник  1t  визначає пряму 12 перетину з 
трикутником EFG і площину – трикутник 345 перетину з гіперплощиною 
АВСD. 

У тривимірному підпросторі площини 1t , паралельному 
підпросторові Oxyz, проведемо через пряму 12 двовимірну проекціюючу 
площину – посередник yα , перпендикулярну до площини Oxy.  
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Рис. 3. Перетин лінійних підпросторів 4 – простору –  

три двовимірні площини проекцій 
Результат перетину площини yα і площини трикутника 345 і, отже, 

трьох лінійних підпросторів являє точка К. Для одержання точки L, яка 
належить відрізкові LК  прямої лінії перетину двох лінійних підпросторів, 
побудови повторюємо. На рис.3 використані тривимірна площина – 
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посередник 1y , паралельна підпросторові Oxzt, і двовимірна проекціююча 
площина Тα , перпендикулярна до площини Oxt чотиривимірного 
простору.  

 

Рис.4. Аксонометричне та проекційні зображення  
лінійного тривимірного підпростору 1tt =  

Порівнюючи проведені побудови, зазначимо можливість аналізу усіх 
проекцій лінії перетину при наявності також усіх слідів 3 – площини – 
посередника. Наприклад, для площини 1t  маємо сліди xtKt1 || OX , ztKt1 || 
OZ і tyKt1 || OY .  

Теоретичні положення щодо графічної візуалізації кривих ліній 
багатовимірного евклідового простору обґрунтовані їх практичним 
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використанням як основи комп’ютерної візуалізації фазового простору  
багатопараметричної технічної системи на рис. 5 у три – і двовимірні 
площини проекцій та ефективності пожежного підрозділу на рис. 6. 
 

 

п  

 

 
 

Рис. 5. Проекції траєкторії у три – і двовимірні фазові площини 

 
 

Рис. 6. Проекції ефективності пожежного підрозділу 
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Висновки. Як бачимо, при формуванні геометричної моделі 
досліджуваного об’єкта доцільно обирати число допущень, які дозволяють 
визначити вимірність обхоплюючого евклідового простору, на основі 
аналізу засобів проекційних зображень котрого обрати їх раціональне 
число для комп’ютерної візуалізації.  
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GRAPHIC INFORMATION TECHNOLOGIES IN THE 

VISUALIZATION OF MANIFOLDS FOR TECHNICAL SYSTEM 
STATE SPACES 

 
The study of objects, processes and phenomena of various origins and 

purposes involves computer visualization of the obtained results with the 
involvement of graphic means. Most applications are implemented by 
dependencies in a two-dimensional coordinate system, but with measurements of 
many significant parameters. The geometric interpretation of the results in the 
multidimensional state space allows both to justify the choice of the required 
number of mutually independent parameters for the formation of a multispace 
curve line as a graph of the transition process, and to obtain additional 
dependencies between variable parameters that are difficult to experimentally 
investigate. In four-dimensional space, three curves as dependencies between 
four parameters serve as guides for three-dimensional cylinders, the mutual 
intersection of which forms a four-space curved line as a process graph. By 
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reverse projection into the remaining three two-dimensional planes, we obtain 
three more additional dependencies between the four parameters. Other types of 
interrelationships of parameters require additional research. 

The involvement of graphic computer technologies provides an 
opportunity to take into account a large number of process parameters of 
systems of various origins. The results of experimental studies of processes in 
systems are given, in particular, by equations, the parameters of which belong 
to subspaces of different dimensions of the multidimensional Euclidean space 
covering the current state of the system. Considering that a multi-space curved 
line serves as a process graph in general, a scientific investigation regarding 
the geometric interpretation of its formation, taking into account the 
dependencies of an arbitrary number of parameters that form a multi-space 
curved line as a process graph, deserves attention. When forming a geometric 
model of the object under study, it is rational to choose the number of 
assumptions that allow you to determine the dimensionality of the encompassing 
Euclidean space for computer visualization. 

The purpose of the article is to substantiate by geometrical means 
algorithms for the formation of multi-spatial curved lines as models of processes 
in systems of various purposes. 

 
Keywords: graphic information technologies; shaping; manifolds; 

multidimensional spaces. 
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