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Анотація— Досліджуються згинальні коливання рухомо-
го паса пасової передачі, які описуються диференціальним 
рівнянням, що містить часову та просторову координати. 
Врахована нелінійність механічних властивостей матеріалу. 
Вона описана в’язкопружною моделлю Кельвіна – Фойгта. З 
урахуванням скінченої довжини гнучкого елемента прийня-
то припущення про вплив нелінійних сил на закони зміни в 
часі амплітуди і частоти згинальних коливань. Тому дифе-
ренціальне рівняння вважається слабо нелінійним. Розв’язок 
слабо нелінійного диференціального рівняння в часткових 
похідних побудований з використанням методу Крилова-Бо-
голюбова-Митропольського і поданий у вигляді асимптоти-
чного ряду. Отримані на підставі побудованого розв’язку 
диференціальні залежності для амплітуди та фази згиналь-
них коливань дозволяють дослідити вплив швидкості поздо-
вжнього руху, модуля Юнга та динамічної в’язкості матеріа-
лу на амплітуду та частоту коливань. 

Abstract— In this article bending oscillations of moving belt 
drive, which is described by differential equations are investi-
gated. They contain mixed derivative in time and space coordi-
nates. The nonlinearity of the material mechanical properties  is 
concidered. It was described by Kelvin - Voigt viscoelastic model. 
Taking into account the finite length of flexible element is made 
assumptions about the influence of nonlinear force on laws of 
change over time amplitude and frequency of the bending 
vibrations. Therefore, the differential equation considered to be 
weakly nonlinear. The solution of differential equation and 
method of Krylov-Bogolyubov-Mitropolsky are presented as as-
ymptotic series. Ordinary differential equations for the ampli-
tude and phase of bending vibrations are obtained. It is investi-
gated the influence of the velocity of longitudinal movement, 
Young's modulus and dynamic viscosity of the material on the 
amplitude and the frequency of vibration 
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І. ВСТУП 
Амплітуда згинальних коливань у поперечному напря-

мі під час поздовжнього руху гнучких ланок пасової пере-

дачі може досягати значних величин. Це негативно впли-
ває на довговічність пасів. Тому дослідження згинальних 
коливань гнучких ланок механічних передач є актуальним 
завданням. Рухомий пас пасової передачі можна подати у 
вигляді системи з розподіленими параметрами – гнучкого 
одновимірного елемента сталого поперечного перерізу з 
відповідними умовами закріплення кінців. Нелінійність 
такої системи, як правило, є геометричною, зумовленою 
властивостями матеріалу гнучкого елемента чи умовами 
силового навантаження в конструкції [1, 2]. Наявність по-
здовжнього руху гнучких елементів створює суттєві мате-
матичні труднощі під час дослідження їхніх згинальних 
коливань. Адаптацією хвильової теорії руху до такого типу 
задач ці труднощі долаються за умови, що матеріал гнуч-
кого елемента вважають абсолютно пружним[3, 4]. Проте 
паси виготовляють з матеріалів з невеликим модулем пру-
жності [2], отже недостатня пружність матеріалу вливати-
ме на динаміку рухомого паса. Тому метою цієї роботи є: 
створення моделі для дослідження згинальних коливань 
поздовжньо-рухомого в'язкопружного гнучкого елемента і 
розробка ефективного підходу для її математичного аналі-
зу. 

ІІ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Поперечні згинальні коливання в'язкопружного поздо-
вжньо-рухомого гнучкого елемента описують у змінних 
Ейлера [5] диференціальним рівнянням [6]: 
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Не зменшуючи загальності, розглядаємо гнучкий еле-
мент завдовжки , що, наприклад, дорівнює відстані між 
точками дотику паса до шківів передачі. За умови постій-
ного безвідривного контакту паса зі шківами допускаємо, 
що в місцях дотикання відсутні поперечні переміщення. 
Таке припущення зумовлене тим, що пас у конструкції 
передачі попередньо розтягнутий поздовжньою силою . 
Це дозволяє долучити до рівняння (1) такі граничні умови: 
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де *E  – еквівалентний модуль Юнга, що є деяким дифере-
нціальним оператором відносно часу. 

Прийнявши для матеріалу гнучкого елемента в’язко-
пружну модель Кельвіна – Фойгта, в якій еквівалентний 
модуль Юнга 













tE

EE
0

0
* 1

 , 

отримаємо вираз для нормального напруження 
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де — 0E модуль Юнга,   — коефіцієнт динамічної в'яз-
кості матеріалу. 

З урахуванням (4) рівняння (1) набуває вигляду: 
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де λ  – малий параметр, який у правій частині рівняння 
означає малу величину нелінійної складової сили порівня-
но з відновлювальною; ; 1
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ІІІ. МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

Задача (5), (2) належить до класу слабо нелінійних, що 
дозволяє для побудови її розв’язку застосувати загальні 
принципи методів збурень [8]. Відповідно до одного із цих 
методів, а саме методу Крилова-Боголюбова-Митропо-
льського [9], розв’язок рівняння (5) у першому наближенні 
представимо у вигляді  

    ,,,),,(, 10  xaUxaUtxu   (6)  

де   t ;   – початкова фаза коливань,  – ампліту-

да коливань; 

a

  – частота ; ),,(0 xaU  – розв’язок лінійно-

го (при 0 ) аналогу задачі (5), (2);  ,,1 xaU , – невідо-
ма 2 - періодична по   функція, яка задовольняє крайо-
вим умовам, що випливають із (2). 

Визначимо ),,(0 xaU  як накладання прямої та відби-
тої хвиль із хвильовими числами   та   відповідно 
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де   lvk  / ,   lvk  / ,   lvk  /22  , 
. ,...2,1k

Оскільки гнучкі елементи мають обмежені розміри, то 
нелінійні сили впливають тільки на закони зміни в часі 
амплітуди та частоти коливань, які у першому наближені 
задають у вигляді звичайних диференціальних рівнянь [9]: 
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де праві частини )(a  і )(a  шукають так, щоб співвід-
ношення (6) задовольняло з необхідним ступенем точності 
вихідне рівняння (5), в якому на місце параметрів  та a   
підставляють функції часу, визначені диференціальними 
рівняннями (8). 

Накладаємо додаткову умову, щоб функція  ,,1 xaU  
її частинні похідні по   і x  до другого порядку включно 
не містили у розкладах доданків пропорційних головним 
гармонікам. Підставляючи в (1) вираз (6) з урахуванням (8) 
після усереднення по лінійній та часовій змінних, отриму-
ємо остаточний вигляд диференціальних рівнянь для ви-
значення амплітуди та частоти коливань:  
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ВИСНОВКИ 

Отримані аналітичні залежності дозволяють визначи-
ти амплітуду та частоту згинальних коливань поздовжньо-
рухомого гнучкого елемента. На підставі розв’язку дифе-
ренціальних рівнянь (10) можна дослідити вплив швидко-
сті поздовжнього руху, модуля Юнга та динамічної 
в’язкості матеріалу на амплітуду та частоту коливань. 
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