
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ “ЛЬВІВСЬКА ПОЛІТЕХНІКА” 

 
 
 
 

ВІСНИК 
НАЦІОНАЛЬНОГО УНІВЕРСИТЕТУ 

“ЛЬВІВСЬКА ПОЛІТЕХНІКА” 
 

Збірник наукових праць 
 

Голова Редакційно-видавничої ради –  
д-р екон. наук, професор Н. І. Чухрай 

 
Засновано 1964 р. 

 

№ 866 
 

СЕРІЯ: 
ДИНАМІКА, МІЦНІСТЬ 

ТА ПРОЕКТУВАННЯ МАШИН 
І ПРИЛАДІВ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Львів 
Видавництво Львівської політехніки 

2017 



УДК 621.8:536.3 
  

Опубліковані результати науково-дослідних робіт професорсько-викладацького складу інституту 
інженерної механіки та транспорту Національного університету “Львівська політехніка” та інших авторів. 
Розглянуті питання динаміки та міцності елементів машин, приладів і транспортних засобів, а також 
створення й розрахунку перспективного технологічного устаткування. 

Для наукових та інженерно-технічних працівників відповідних галузей промисловості. 
 
 

Рекомендувала Вчена рада Національного університету “Львівська політехніка” 
(протокол № 32 засідання від 28.03.2017 р.) 

Свідоцтво про державну реєстрацію друкованого засобу масової інформації 
Серія КВ № 13038-1922Р від 20.07.2007 р.) 

 
 
 
Редакційно-видавнича рада Національного університету “Львівська політехніка”: 
проф., д-р екон. наук Н. І. Чухрай (голова); 
Л. О. Башко (відповідальний секретар)  

 
Редакційна колегія: 
проф., д-р техн. наук І. В. Кузьо (відп. редактор); 
проф., д-р техн. наук В. О. Малащенко (заст. відп. редактора); 
доц., канд.техн. наук В. М. Гелетій (відп. секретар); 
проф., д-р техн. наук І. А. Вікович; 
проф., д-р техн. наук Б. І. Кіндрацький; 
проф., д-р техн. наук Л. В. Крайник; 
доц., д-р техн. наук О. С. Ланець ; 
проф., канд. техн. наук В. М. Палаш; 
проф., д-р техн. наук В. Р. Пасіка;  
проф., д-р техн. наук З. А. Стоцько; 
проф., д-р техн. наук Є. Ю. Форнальчик; 
проф., д-р техн. наук Є. В. Харченко; 
проф., д-р наук, Я. Зьобро (Технічний інститут вищої школи в м. Санок, Польща); 
проф., д-р наук, Х. Катіца (Університет м. Ніш, Сербія); 
проф., д-р наук, С. Клиш (Технічний інститут військової авіації, Варшава, Польща); 
проф., д-р наук, К.-Х. Нойман (Західносаксонська вища школа в м. Цвікау, Німеччина); 
проф., д-р техн. наук Є. Ярошевич (Політехніка Білостоцька, Польща) 

 
 

Входить до переліку наукових фахових видань, затвердженого МОН України 
 

Адреса редколегії: 
Національний університет “Львівська політехніка” 

вул. С. Бандери, 12, 79013, Львів-13 
e-nail  vislp.dynamika@gmail.com 

 
 

За можливі технічні збіги з іншими науковими працями 
автори несуть персональну відповідальність 

 
© Національний університет  

“Львівська політехніка”, 2017 



УДК 629.113.001-585.2.001 

П. М. Гащук1, С. В. Нікіпчук2  
1Львівський державний університет безпеки життєдіяльності,  

кафедра експлуатації транспортних засобів та пожежно-рятувальної техніки  
2Національний університет “Львівська політехніка”, 

кафедра експлуатації та ремонту автомобільної техніки  

ФОРМАЛІЗАЦІЯ СТРУКТУР АВТОМОБІЛЬНИХ ТРАНСМІСІЙ  
У СИСТЕМАХ АВТОМАТИЗОВАНОГО ПРОЕКТУВАННЯ 

 Гащук П. М., Нікіпчук С. В., 2017 

Запропоновано відображати механічну частину трансмісії автомобіля як систему 
багатоланкових диференціалів з формалізованим аналітичним відображенням процесів 
її функціювання. Високий рівень формалізму і загальності властивий описові дії 
механізму у формі рівнянь Лагранжа другого роду. Проте на початковій стадії моделю-
вання доцільніше вважати всі змінні, що визначають динамічний та кінематичний стан 
механізму, незалежними. Наведення зв’язків – це власне і буде початковою стадією 
конструювання. Та ці зв’язки доцільно наводити вмотивовано – у процесі узагальненої 
оптимізації. В такому разі параметрична оптимізація буде водночас і структурним 
синтезом трансмісії. За критерій оптимальності може правити будь-який вимірник 
досконалості.  

Ключові слова: трансмісія автомобіля, узагальнений диференціал, структурна  
формалізація, параметрична оптимізація, структурний синтез.  

P. Hashchuk, S. Nikipchuk  

FORMALIZATION TRANSMISSIONS AUTOMOBILE STRUCTURE  
IN COMPUTER-AIDED DESIGN 

It has offered to display of mechanical transmission of the car as system of many 
differentials with sectional analytical reflection of formalized processes of its functioning. The 
high level of formalism and generality are inherent for describe action of mechanism in the 
form of Lagrange equations of the second kind. However, at the initial stage of design is more 
appropriate to consider all the variables, that determine the dynamic and kinematic state of 
mechanism, independent. Putting relations – it actually is the initial stage of construction. And 
these connections advisable to give motivated – in the generalized optimization. In this case, 
parametrical optimization will both structural synthesis of transmission. As optimality 
criterion can be any measure of excellence. 

Keywords: transmission car, generalized differential, structural formalization,  
parametrical optimization, structural synthesis 

 
Мотивація. Ідеологія пошуку найкращого передбачає спочатку ідентифікацію різноманіття 

можливостей у всій логікою осяжній його повноті, а вже потім – оперування на цьому полі різно-
маніття (що окреслює усі потенційні можливості) критеріями-ідентифікаторами раціонального, 
оптимального, досконалого. Щоправда, намагаються вибудовувати системне (!) багатоманіття з 
якнайбіднішого елементного (!) різноманіття. На цей принцип спирається, приміром, філософія 
уніфікації і стандартизації технічних новотворів і дериватів-варіатів [1–3]. До слова, й Природа не 
нехтує саме таким трактуванням власної сутності: зі 110 розпізнаваних Людиною хімічних 
елементів вона дібрала лише 12, щоби з них витворити понад півмільйона відомих сьогодні 
речовин-систем і наповнити цими елементами понад 99 % земної кори й атмосфери; а ще 
астрофізики переконані, що доступні спостереженню у Всесвіті галактики на 98 % складаються 
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лише з двох найпростіших (і, звісно, найлегших) представників періодичної системи хімічних 
елементів – водню й гелію.  

Розширення меж можливостей – це дія, спрямована на те, аби, часом, не оминути щось 
корисне серед оригінального, незнаного досі. Ця дія дещо подібна до винахідництва. Та культ 
новизни у винахідництві часто породжує примарні нововведення, коли – не стільки досконаліше-
корисніше, як – просто по-іншому. А от наукова активність обов’язково спрямована на оптимізацію 
технічних рішень, коли сама оригінальність не відіграє визначальної ролі, не зводиться до самоцілі. 
Наука підкорила собі технологію формалізму та комп’ютерну логіку і в цьому сенсі стала дуже 
продуктивною, хоча й дещо рутинною.  

У середовищі автоматизованого проектування автомобільних (і не тільки) трансмісій по-
шукове поле різноманітностей вибудовується засобами цілком формалізованої узагальненої 
ідентифікації їх структур (а разом з тим, параметрів й характеристик). Саме цілком формалізоване 
структурування трансмісій автомобіля дає змогу вдатись до якнайзагальнішого алгоритму 
варіювання їх властивостей [4…5] з метою оптимального залучення трансмісії в автомобіль 
конкретного призначення. Формалізоване структурування дає можливість проводити узагальнену 
оптимізацію властивостей трансмісії, коли йдеться про синтез одночасно і структурно, і 
параметрично окресленої трансмісії з якнайкращими властивостями. Загальна структурно-
параметрична оптимізація є, звісно, надзвичайно “сильним” засобом удосконалення трансмісій і 
автомобілів [6–8].  

Було б чудово, якби оригінальне виявилось оптимальним. У такому разі прагнення до 
розширення можливостей було б безпосередньо винагородженим.  

 
Про формалізацію структури автомобільної трансмісії. Як зазначено, приміром, у [9], 

кожна механічна система – це система радше з нескінченною кількістю ступенів вільності. Але 
насправді (вимушено чи/та вмотивовано) її моделюють як систему зі скінченною кількістю ступенів 
вільності, вдаючись при цьому частіше до формалізму рівнянь Лагранжа другого роду чи загальних 
рівнянь-законів механіки-фізики відповідно до принципу Д’Аламбера.  

Оскільки механічну трансмісію розчленувати на складові можна багатьма способами, то 
задачі ідентифікації її структури, взагалі кажучи, можна надати найрізноманітніших тлумачень. 
Цим значною мірою пояснюється багатоманітність структурних побудов у теорії механічних 
передач [10–16].  

Часто у процесі узагальненої оптимізації неважливо, має передача замкнуті контури чи вона є 
безконтурною, складається з механізмів з нерухомими осями валів чи з планетарних диференціалів, 
керована фрикціонами чи гальмами, або ж муфтами вільного ходу чи муфтами із синхронізаторами 
(без синхронізаторів) тощо. В таких випадках бажано обумовити лише те, що передача – механічна 
і дискретно-керована (керування в даному випадку суть перемикання передач, ступенів) і те, що в 
ній не передбачено ні спеціальних засобів акумулювання кінетичної енергії, ані режимів імпульсної 
трансформації. Залучення ж додаткових ознак, за якими вирізняють і класифікують структури, 
тільки зменшить загальність отримуваних результатів та, звісно, їхню цінність.  

Один з найзагальніших методів відображення структур запропоновано в роботі [16]. У межах 
цього методу механічну трансмісію заміняють на умовну (уявну) систему валів, зв’язок між якими 
здійснюється через уявні фрикціони. Наприклад, система трьох уявних валів 0 (вхідного), Π 
(проміжного), ∞ (вихідного) і чотирьох уявних фрикціонів Φ′  (рис. 1) умовно заступає як передачу 
з нерухомими осями валів, так і планетарну передачу з реальними валами 0 (вхідним), Π 
(проміжним), ∞ (вихідним) і реальними фрикціонами Φ . Взагалі кажучи, зчіпники Ζ, гальма Γ – це 
механізми фрикційної дії, і їх можна позначати так само, як і фрикціони – через Φ.  

Оскільки відповідні рівняння зв’язків та рівняння руху для реальної й уявної передач 
відрізняються лише сталими множниками, то для цілісного відображення структури крім рівнянь 
зв’язків та рівнянь руху необхідно вказати ще тільки систему сталих величин, які кількісно 
характеризуватимуть фактичне розташування керувальних елементів (фрикціонів та гальм) від-
носно валів.  
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Такий підхід виявився ефективним у процесі комп’ютерного аналізу механічних передач, які 
за розімкнутих елементів керування мають два ступені вільності. А от у разі збільшення кількості 
ступенів вільності одному і тому самому керувальному елементу доведеться ставити у 
відповідність одночасно декілька сталих величин. Це ускладнює процес аналізу властивостей 
передач, не кажучи вже про труднощі, що виникають у разі побудови алгоритму синтезу 
оптимальних передач, коли сталі величини самі по собі виконують роль засобів оптимізації. 
Очевидно, для ефективнішого відображення структури передач необхідно відшукати інший спосіб 
поділу їх на елементи.  
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Рис. 1. Узагальнене відображення конкретних механічних передач:  
О, П, ∞ – вхідний, проміжний, вихідний вали; 1, 2 – узагальнені елементи передач;  

Ф – фрикціони та гальма 
 

Механічний диференціал найзагальнішої структури. У кожній передачі завжди можна 
вирізнити вузли, деталі яких перебувають у постійній кінематичній взаємодії, незалежно від того, в 
якому стані перебуває той чи інший елемент керування. Наприклад, схематично зображені на рис. 2 
передачі складаються з вузлів K,2,1=k , на рис. 3 зображено передачі, до складу яких входять 
також ланки елементів (механізмів) керування 1Φ , 2Φ , ... Самі елементи керування цілісно яксті 
елементи передачі не виділяють; зате в планетарних передачах (рис. 3, б–в) як складову елементу 
слід передбачити так званий реактор R .  

Передачу формують приєднанням ланок 1Φ , 2Φ , ... кожного з елементів K,2,1=k  до 

відповідних ланок 1Φ , 2Φ , ... інших такого самого штибу елементів чи до ланок реактора. До 
джерела чи споживача енергії її приєднують вхідними та вихідними валами (або безпосередньо, або 
через фрикціон).  

У загальному випадку кількість джерел енергії та її споживачів довільна. Причому споживачі 
не обов’язково повинні входити до складу якого-небудь одного елемента; можливо, вони 
виявляться ланками декількох або навіть кожного з елементів. Тому окремі елементи, що 
виділяються в передачі, є сенс зобразити одноманітно – схемою, зображеною на рис. 4, а. Якщо ще 
й “розосередити” реактор R , передбачаючи замість нього гальма 1Γ , 2Γ , ..., то будь-яку передачу 
можна відобразити як систему однотипних елементів, схеми яких наведено на рис. 4, б, в.  

128



 
а                                                            б                                                         в 

 
Рис. 2. Схеми скриньок передач з нерухомими осями валів (а) та планетарними  

механізмами – пласкими (б) й просторовими (в):  
Ζ – зчіпник; Φ – фрикціон; Γ – гальмо; Μ – муфта; ΜΟ – обгінна муфта (муфта вільного ходу)  
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Рис. 3. Структурні елементи скриньок передач з нерухомими осями валів (а)  

та планетарними механізмами пласкими (б) й просторовими (в)  
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Рис. 4. Узагальнене відображення k-го елемента механічної передачі:  

01, 02, … – вхідні вали; 11, 12, … – вихідні вали; 1,2, …, n – вали, функції яких не окреслено  
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Зауважмо, тип елементів керування та їх конструкція тут не завжди особливо відрізняються; 
формально серед елементів керування виділяють гальма і фрикціони. Річ у тіму, що роботу будь-
якого елемента керування можна вважати результатом конкретного конструктивного втілення 
певного режиму перемикання фрикціона. Наприклад, робота муфти вільного ходу суть ідеальне 
перемикання фрикціона, коли можлива тільки однобічна передача потужності від ланки до ланки; 
гальмо – це фрикціон, одна ланка якого нерухома тощо.  

Розглянуті елементи передачі з однаковою підставою можна назвати або диференціалом, або 
суматором, враховуючи, що кінематичний зв’язок між ланками останнього описується одним або 
декількома рівняннями типу  
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де kL , kN , kQ  – кількість відповідно вхідних валів, валів вихідних та ланок фрикціонів, що 
належать k -му елементу передачі; const=a  – кінематичні параметри; ω  – кутові швидкості валів 
та ланок фрикціонів. Надалі перевагу надають назві “диференціал”, хоча необхідно мати на увазі, 
що елемент в конкретній передачі може виконувати функції суматора (інтегратора) або навіть 
одночасно, залежно від режиму роботи передачі, як функції диференціала, так функції суматора.  

Узагальнене відображення механічної передачі системою багатоланкових диференціалів може 
принести корисний ефект, звісно, тільки в тому разі, якщо однаковою мірою загальними і цілком 
формальними будуть застосовувані методи математичного відображення процесів її функціювання.  

Математичним описам динаміки диференціальних механізмів можна надати найрізно-
манітніших форм [15, 17]. Традиційним є опис у формі рівнянь Лагранжа другого роду. Для нього 
характерний високий рівень формалізму і загальності. Проте на початковій стадії моделювання 
доцільніше вважати всі змінні, що визначають динамічний та кінематичний стан механізму, 
незалежними, а не беззастережно оперувати прийнятими в аналітичній механіці поняттями 
узагальнених координат, в термінах яких, власне, і складаються рівняння Лагранжа.  

 
Рівняння дії багатоланкового механізму. Хай рух деякого механізму описується рівняннями 

Лагранжа другого роду  
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у яких T  – кінетична енергія, що накопичується в механізмі до миті часу t ; iq  – узагальнена 
координата; iQ  – узагальнена зовнішня сила; n  – кількість ступенів вільності. На основі цього 
механізму сконструюємо новий, обмеживши його рух m  ідеальними в’язями  
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Отже, новій механічній передачі  відповідає рівняння (1), у правих частинах яких, окрім сил 

iQ , мають фігурувати ще й сили iQ′ , зумовлені реакціями в’язей: 
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Робота сил реакцій в ідеальних в’язях на віртуальних переміщеннях – нульова, тобто  
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де iqδ  – мала віртуальна зміна узагальненої координати iq . 
З рівнянь в’язей (2) випливає, що  
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Помножмо кожну з цих рівностей на множник jν , додамо отримані вирази, а результат 

віднімемо від виразу (4): 
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Тут позначено  
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Вважатимемо, що координати 1q , 2q , K , mnq −  є незалежними змінними. Підбираючи 
значення величин 1ν , 2ν , K , mν  так, щоби множники при варіаціях 1+−δ mnq , K , nqδ  у виразах (5) 
дорівнювали нулю, та враховуючи незалежність перших mn −  варіацій, дійдемо висновку, що 
рівність (4) справджуватиметься лише тоді, коли  
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А в такому разі вираз (3) набуде вигляду  
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Описаний алгоритм пересічно використовується за необхідності врахувати додаткові в’язі 
(голономні та неголономні), котрі раніш у рівняннях руху не брались до уваги [18]. Але в цьому 
випадку висувається задача спрощення процедури складання рівнянь руху механічної передачі. 
Основна мета, як підкреслювалось, – відмовитись від поділу змінних, що відображають рух 
складних механізмів, на залежні та незалежні. 

Приклад. Розгляньмо для прикладу механічну трансмісію, яка містить планетарну передачу 
(рис. 5). Передача, що має при розімкнутих гальмах 1Γ , 2Γ , 3Γ  два ступені вільності, уявним 
руйнуванням в’язей між певними зубчатими колесами (наприклад, умовним усуненням зачеплень 
а–а перетворюється на механізм з п’ятьма ступенями вільності. Рух такого механізму описується 
рівняннями штибу (1). Якщо ж тепер, навпаки, відновити зачеплення, відображаючи математично в 
формі (2) зв’язки, виникають, то для опису динаміки відновленого механізму необхідно звернутись 
до рівнянь (6), що утворені з рівнянь (1) формальним додаванням членів з множниками ν . Принцип 
руйнування-відновлення в’язей дає змогу суттєво формалізувати процес побудови математичних 
моделей складних за структурою і конструкцією трансмісій (зокрема – за рахунок спрощення 
процедури визначення узагальнених сил iQ ).  
 

 
 

Рис. 5. Схема планетарної передачі: ПТ і НТ – частини трансформатора,  
що перемикаються і не перемикаються, m  і I  – маси і моменти інерції  

деталей передачі; M – обертовий момент  
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Висновки. Тож будь-яку механічну передачу (або взагалі всю механічну частину трансмісії 
будь-якої машини) можна ототожнити із системою узагальнених диференціалів за умови, що не 
передбачено плавного регулювання передатних відношень на робочих режимах функціювання 
машини. Структурні особливості диференціала, виявляється, можна відобразити у масивах 
кінематичних параметрів та інерційних параметрів.  

Наведені теоретичні міркування підтверджують наявність засобів ефективного відображення 
структур механічних частин трансмісії автомобілів з найвищим рівнем математичної формалізації. 
Узагальнене відображення структур трансмісій розкриває можливість при оптимізації конструкцій 
автомобілів будувати довільні варіації структур трансмісій, а не обмежуватись варіюванням 
параметрів трансмісії в межах певної структури з подальшим аналізом можливих структур.  

Вихідними ланками узагальненого диференціала можна вважати навіть рушійні колеса 
транспортної чи підіймально-транспортної машини, які, до речі, мають гальма так само, як і вихідні 
ланки керованих диференціалів трансмісії. Тому, спираючись на таку структурну модель, можна 
розв’язувати будь-які задачі дослідження розгінних або гальмівних режимів руху машини, аналізу 
показників роботи машини на усталених режимах або взагалі в робочих циклах, оптимізації 
параметрів двигуна чи трансмісії або ж гальмової системи автомобіля. Тому узагальненість і 
універсальність справді є взаємозумовленими.  

Для складання рівнянь динаміки нема потреби аналізувати силову взаємодію окремих деталей 
реальної передачі. Фіктивні змінні спрощують структуру рівнянь динаміки, їх можна вилучити з 
математичних виразів на будь-якій стадії розв’язування тієї чи іншої задачі, раціонально 
пристосовуючи модель об’єкта до алгоритму пошуку розв’язку. Лаконізм і простота математичного 
опису визначають малу трудомісткість процесу синтезу математичної моделі та процесу 
формалізації оптимізаційних задач. 
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