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ПРЕДИСЛОВИЕ

Идея создания этой книги возникла у первых двух авторов доста-

точно давно. Однако сама книга в том виде, который она имеет

сейчас, появилась в некоторой степени случайно. Весной 1994

года вышел из печати препринт с одноименным названием [97]

как результат работы семинара "Дискретно-непрерывные крае-

вые задачи" при кафедре высшей математики Львовской поли-

техники. В нем, преимущественно в декларативной форме, бы-

ла изложена концепция квазипроизводных и построена общая

теория скалярных и векторных квазидифференциальных урав-

нений с коэффициентами-мерами и правыми частями — обоб-

щенными производными высших порядков от функций локаль-

но ограниченной вариации. Изложенная теория стала фунда-

ментом дальнейших научных исследований в этом направлении

[17–20,58–61,64–68,70,71,89–97,99–113,165,166], результа-

ты которых докладывались на многочисленных научных конфе-

ренциях, и была положена в основу лекций, которые в виде спе-

циальных курсов читались авторами на протяжении последних

десяти лет в Национальном университете "Львовская политехни-

ка", Прикарпатском национальном университете имени Василия

Стефаныка, Львовском государственном университете безопасно-

сти жизнедеятельности, Университете Казимира Великого (Поль-

ша), Люблинской Политехнике (Польша).

Небольшой тираж (100 экз.) этого препринта быстро разо-

шелся и за короткое время это издание стало библиографичес-

кой редкостью. Поэтому возникла необходимость опублико-
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вать его расширенный вариант. Однако, по причинам объективно-

го и субъективного характера, такая публикация задерживалась.

В то же время за те 17 лет, что прошли с момента опубликования

препринта, изложенная в нем теория обогатилась новыми важ-

ными результатами, которые гармонично дополняют предыдущие

исследования, с учетом чего не включить их в эту монографию

было бы неуместным.

Основную часть монографии составляют результаты, получен-

ные авторами самостоятельно или в соавторстве. Из других ре-

зультатов приведены (порой без строгих математических доказа-

тельств, но всегда с указанием источников, где их можно най-

ти) только результаты, имеющие непосредственное отношение к

вопросам, которые рассматриваются в этой монографии. Это ка-

сается прежде всего параграфа, посвященного мерам Стилтьеса

и функциям ограниченной вариации, их порождающим, а также

неравенству Гронуолла-Беллмана и его обобщениям.

Монография состоит из введения и пяти глав. Во введении чи-

татель будет иметь первую возможность познакомиться с цен-

тральным объектом монографического исследования — квази-

дифференциальным уравнением (КДУ). Надеемся также, что

благодаря сделанному там краткому обзору работ, посвященных

теории КДУ (начиная от уравнений с непрерывными и сумми-

руемыми по Лебегу коэффициентами и заканчивая уравнениями

с распределениями в коэффициентах), читатель сможет лучше

сориентироваться в современных вопросах этой теории. Сразу

отметим, что из широкого спектра литературы мы сосредоточили

внимание лишь на работах, тесно соприкасающихся или идейно

близких к тематике этой монографии.
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В первой главе дано определение неклассического интеграла

Римана–Стилтьеса, изучены его свойства (условие скачка, тео-

рема о подстановке, формула Дирихле и формула интегрирова-

ния по частям), на их основе исследованы линейные матричные

интегральные уравнения и соответствующие системы дифферен-

циальных уравнений с мерами. Важной проблемой, возникающей

при изучении последних, есть тот факт, что пространство обоб-

щенных функций не является алгеброй, — в нем нельзя опре-

делить умножение, которое бы унаследовало основные свойства

умножения непрерывных функций. Именно поэтому в отдельном

параграфе (см. § 6) обсуждается вопрос о произведении меры на

функцию ограниченной вариации и выяснены условия, при кото-

рых такое произведение корректно в обобщенном смысле. Пря-

мым следствием такого обсуждения является построение специ-

ального класса допустимых функций, в котором существует един-

ственное решение начальной задачи для дифференциальной си-

стемы с мерами, посредством фундаментальной матрицы предста-

вимое в форме Коши и удовлетворяющее определенным условиям

скачка в точках разрывов коэффициентов системы.

Вторая глава посвящена развитию концепции квазипроизвод-

ных и построению линейной (элементарной) теории КДУ с

коэффициентами-мерами и правыми частями — обобщенными

производными высших порядков от функций локально ограни-

ченной вариации. Здесь, в частности:

путем наложения определенных условий на коэффициенты

уравнения выделен широкий класс корректных обобщенных

КДУ, при исследовании которых не возникает проблема умноже-

ния функционалов, и указана процедура приведения таких урав-

нений к дифференциальным системам с мерами;



Предисловие 9

введено понятие решения исходного и сопряженного c ним

КДУ и указан способ определения соответствующих им квази-

производных, обладающих свойством взаимообусловленности в

том смысле, что в случае, если квазипроизводные для одного из

уравнений определены, то квазипроизводные для другого уравне-

ния определяются однозначно;

для однородных взаимно сопряженных КДУ с коэффициен-

тами-мерами сформулированы в терминах соответствующих им

квазипроизводных и доказаны теоремы о существовании и един-

ственности решений начальных задач, а также указана характе-

ристика их (решений) гладкости;

введено понятие квазивронскиана решений исходного и со-

пряженного уравнений, для каждого из уравнений получен ана-

лог формулы Лиувилля–Остроградского–Якоби, введено понятие

фундаментальной системы решений (ФСР) и выяснена структура

общего решения;

установлен максимальный порядок обобщенной производной от

функции локально ограниченной вариации в правой части неод-

нородного КДУ, для которого уравнение остается корректным да-

же при условии, что точки сингулярности коэффициентов урав-

нения и правой части совпадают.

Одним из центральных результатов второй главы является

структура фундаментальной матрицы, соответствующей КДУ с

коефициентами-мерами. Как выяснилось, ее удается построить

с помощью лишь одной "функции Коши" и ее смешанных ква-

зипроизводных в смысле исходного и сопряженного уравне-

ний. Это позволило установить тесную связь между решения-

ми этих уравнений, а также получить представление функции

Коши и ее смешанных квазипроизводных через ФСР. Отметим,
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между прочим, тот факт, что поскольку для обыкновенных диф-

ференциальных уравнений (так же, как и для квазидифференци-

альных) квазипроизводные в смысле исходного и сопряженного

уравнений, вообще говоря, не совпадают, то структура фунда-

ментальной матрицы до сих пор не была известна даже для диф-

ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Элементы линейной теории обобщенных КДУ в пространстве

вектор-функций читатель найдет в третьей главе монографии.

В четвертой главе изучаются обобщенные дифференциаль-

ные системы с кусочно-непрерывными коэффициентами и δ -

особенностями и тесно связанные с ними два специальных клас-

са обобщенных КДУ — так называемые вырожденные и частично

вырожденные уравнения. Специфическая структура коэффициен-

тов последних позволяет не только явно находить вид соответ-

ствующей им матрицы Коши, но и конструктивно представлять

решения этих уравнений в виде сплайнов. Практический интерес

к таким уравнениям вызван, в частности, их применением для

получения приближенного решения КДУ общего вида.
Приближенным методам решения обобщенных КДУ и диффе-

ренциальных систем с мерами как раз и посвящена заключи-
тельная пятая глава монографии. Сначала для КДУ с обобщен-

ными коэффициентами дано понятие и предложена процедура по-
строения точных рекуррентных соотношений, которые являются
аналогами точных разностных схем [115, 117] для обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. Далее, с использованием од-
ного специального обобщения неравенства Гронуолла–Беллмана,
получены условия, при которых приближенное решение диффе-

ренциальной системы с мерами можно получить аппроксимацией
функций, порождающих эти меры. Наконец, на примере обобщен-
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ного КДУ произвольного порядка рассмотрены такие два важ-
ные на практике способы аппроксимации коэффициентов, как L -
аппроксимация (линеаризация) и D -аппроксимация (дискретиза-
ция), которые при относительно незначительной вычислительной

трудоемкости позволяют получать результаты с нужной точно-
стью.

Все главы монографии авторы старались изложить достаточно

подробно, с полными доказательствами и замечаниями, иллю-
стративными, контрольными и модельными примерами (в частно-
сти, теоретический материал последних двух глав постоянно ил-
люстрируется примерами) так, чтобы содержание монографии бы-

ло понятно не только специалистам, но и аспирантам и студентам
старших курсов, которые уже занимаются или только интересу-
ются (квази)дифференциальными уравнениями, а также механи-

кам и инженерам, которые на практике имеют дело с подобными
задачами.

Следует отметить, что изложенная в этой монографии об-

щая теория обобщенных КДУ легла в основу теории дискретно-
непрерывных самосопряженных и несамосопряженных краевых
задач [18–20,58–61,64–68,70,71,102,103,106–108,111,112,
165, 166] и построения приближенных методов их решения

[17, 90, 99, 100, 109]. Этим проблемам мы надеемся в ближай-
шее время посвятить отдельные монографии.

Считаем своим приятным долгом выразить искреннюю благо-
дарность академику НАН Украины Анатолию Михайловичу Са-

мойленко и член-корреспонденту НАН Беларуси Якову Вален-

тиновичу Радыно за неизменную поддержку этого научного на-
правления.

Львов, февраль 2011 г. Авторы



ВВЕДЕНИЕ

А major task of mathematics to-day is to harmo-

nize the continuous and the discrete, to include them

in one comprehensive mathematics, and to eliminate

obscurity from both.

Главная задача математики наших дней состо-

ит в достижении гармонии между континуальным

и дискретным, включении их в единое математи-

ческое целое и удалении из них всего неясного.

E.T. Bell, Men of Mathematics, I

Penguin Books, London, 1953.

Исследования различных физических процессов, учитывающих

естественное единство дискретного (сосредоточенные величины)

и непрерывного (распределенные величины), приводят к необхо-

димости создания адекватных математических моделей. Многие

из них описываются дифференциальными уравнениями, содержа-

щими слагаемые вида
(
p(x)y(m)

)(n)
[22,42,47,76]. При условии

недостаточной гладкости коэффициента p(x) такие уравнения

уже нельзя привести (с помощью операции n -кратного диффе-

ренцирования) к обыкновенным дифференциальным. Чтобы под-

черкнуть этот важный факт, в научной литературе их называют

квазидифференциальными уравнениями (КДУ).

Впервые термин "квазидифференциальное уравнение" встре-

чается в работах Д. Шина [124–126]. Собственно, ему и принад-

лежит идея введения квазипроизводных (тем не менее сам тер-

мин "квазипроизводная" он не употребляет), которая позволяет
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отказаться от требований гладкости коэффициентов или свести

их к минимуму. В своих работах [127,128] автор рассматривал

довольно общие КДУ вида

f [n] − lf = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.1)

где

f [0] = P00f, f
[k] = iPkk

d

dx
f [k−1] +

k−1∑

ν=0

Pkνf
[ν], k = 1, n, i =

√
−1,

и сопряженные с ними

g{n} − lg = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.2)

где

g{0} = Q00g, g{k} = iQkk

d

dx
g{k−1} +

k−1∑

ν=0

Qkνg
{ν}, k = 1, n,

Qkν = Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k, ν 6 k, k, ν = 0, n,

при условии, что комплекснозначные функции Pkν(x), ν 6 k,

k, ν = 0, n, определены и измеримы на (a, b), а функции P−1
kk (x),

k=0, n, и Pkν(x), ν < k, k=1, n, ν =0, n−1, квадратично сум-

мируемы (по Лебегу1)) на каждом конечном замкнутом сегменте

[α, β]⊂ (a, b). При этом функции f(x) и g(x) считаются реше-

ниями уравнений (0.1) и (0.2) соответственно, если выражения

f [k](x) и g{k}(x), k=0, n−1, являются абсолютно непрерывными

и удовлетворяют равенствам (0.1) и (0.2) почти везде на (a, b).

В работе [127] для уравнений (0.1) и (0.2) доказаны теоре-

мы о существовании и единственности решений начальных задач

и установлена связь между ними. Показано также, что дифферен-

1) ЛЕБЕГ Анри Леон (LEBESGUE Henri Leon, 1875–1941) — французский ма-
тематик, профессор Парижского университета, член Парижской АН (1922), ино-
странный член-корр. АН СССР (1929).
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циальные выражения f [n] и g{n} являются самосопряженными

(по Лагранжу2)), если и только если функции Pkν(x), ν 6 k,

k, ν = 0, n, почти везде на (a, b) удовлетворяют равенствам

Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k = Pkν, ν 6 k,

k = 0, n−[n/2], ν = 0, [n/2].

Понятно, при таких условиях Qkν = Pkν, ν 6 k, k, ν =0, n,

и f [k] = g{k}. Обобщая известные результаты Г. Вейля3) [183] и

В. Виндау [186] о количестве суммируемых с квадратом решений

для дифференциальных уравнений второго и четвертого порядков

на КДУ вида (0.1), Д. Шин получил следующие результаты:

(A) количество m линейно независимых решений уравне-

ния (0.1), принадлежащих к L2(0,∞), при n = 2k и Im l 6= 0

удовлетворяет неравенству m > k.

(Б) имеет место альтернатива: m= k, либо m=n.

Впоследствии И.М. Глазман [23] показал, что результат (Б)

как у В. Виндау, так и у Д. Шина является несколько ошибочным

и что на самом деле m удовлетворяет неравенству k 6 m 6 n.

В роботе [128] дано применение теории неограниченных сим-

метричных операторов к КДУ (0.1) и (0.2) подобно тому, как это

ранее сделал М. Стоун4) [178] для уравнений второго порядка.

2) ЛАГРАНЖ Жозеф Луи (LAGRANGE Joseph Louis, 1736–1813) — француз-
ский математик и механик, профессор Артиллерийской школы в Турине, Нор-
мальной и Политехнической школ в Париже, член Берлинской АН (1759), Па-
рижской АН (1772), иностранный член Петербургской АН (1776).

3) ВЕЙЛЬ Герман (WEYL Hermann, 1885–1955) — немецкий математик и фи-
зик, ученик Д. Гильберта, профессор Цюрихского технологического института,
Геттингенского университета, Принстонского института перспективных исследо-
ваний, член Национальной АН США, награжден Международной премией им.
М.И. Лобачевского (1927).

4) СТОУН Маршалл Харви (STONE Marshall Harvey, 1903–1989) — амери-
канский математик, профессор Колумбийского, Гарвардского, Йельского, Чикаг-
ского и Массачусетского университетов, член Национальной АН США (1938),
президент Американского математического общества (1943, 1944).
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Попутно отметим, что сингулярные КДУ являются не только од-

ной из основных областей применения этой теории, но и одним

из источников ее возникновения и развития. Так, исследования

Вейля впервые позволили выявить характерные черты будущей

теории неограниченных симметричных операторов. После созда-

ния этой теории результаты Вейля были истолкованы с более

общей точки зрения Стоуном. Как известно, исходным пунктом

теории Вейля является альтернатива: случай "предельного кру-

га" (Grenzkreisfall) — случай "предельной точки" (Grenzpunktfall).

Аналогичная альтернатива была обнаружена Н.И. Ахиезером5) и

М. Г. Крейном6) при изучении проблемы моментов на оси [4,6].

С точки зрения теории операторов в гильбертовом пространстве

обе эти альтернативы имеют общую природу.

Идеи Шина оказались достаточно плодотворными и впослед-

ствии были развиты в различных аспектах в трудах М. Г. Крей-

на [50,51], Н.И. Ахиезера и И.М. Глазмана [5,24], М.А. Най-

марка [72], C.А. Орлова [77–79], А. В. Штрауса [129–132],

В.И. Когана, Ф.С. Рофе-Бекетова и А.М. Холькина [44, 45,

82,172] и других авторов.

Так, отдельные главы фундаментальных работ [5,50,72] посвя-

щены самосопряженому квазидифференциальному выражению

5) АХИЕЗЕР Наум Ильич (1901–1980) — украинский математик, работал в
учебных заведениях и научно-исследовательских институтах в Киеве, Нежине,
Харькове, Алма-Ате, Москве, профессор Харьковского университета, чл.-корр.
АН УССР (1934), председатель Харьковского математического общества (с
1947), лауреат премии им. П.Л. Чебышева АН СССР (1949), награжден ме-
далью Л. Эйлера АН СССР (1957).

6) КРЕЙН Марк Григорьевич (1907 –1989) — украинский математик, работал
в учебных заведениях и научно-исследовательских институтах в Донецке, Одес-
се, Куйбышеве, Харькове, Киеве, профессор Одесского инженерно-строительного
института, член-корр. АН УССР (1939), член Харьковского, Московского и Аме-
риканского математических обществ, лауреат премии им. М.М. Крылова.
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четного порядка

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)

(0.3)

и соответствующему КДУ

l(y) = f(x) (0.4)

с измеримыми на интервале (a, b) и локально суммируемыми на

этом интервале (т. е. суммируемыми на каждом его компактном

подинтервале) коэффициентами p−1
0 (x), p1(x), . . . , pn(x) и правой

частью f(x). Для выражения (0.3) вводятся квазипропроизвод-

ные

y[k] =
dky

dxk
, k = 0, n−1; y[n] = p0(x)

dny

dxn
;

y[n+k] = pk(x)
dn−ky

dxn−k
− d

dx
y[n+k−1], k = 1, n−1,

и ставится задача с начальными условиями

y[k](x0) = ck, k = 0, 2n−1 (0.5)

для КДУ (0.4), которая имеет единственное решение в клас-

се абсолютно непрерывных функций вместе со своими произ-

водными до (2n−1) -го порядка включительно. Доказательство

этого факта (который остается верным также для уравнений

l(y) − λy = f(x) с произвольным комплексным параметром λ )

основывается на приведении задачи (0.4), (0.5) посредством век-

тора Y =
(
y, y[1], . . . , y[2n−1]

)⊤
к виду

Y ′ = A(x) Y + f(x), (0.6)

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I,

с измеримыми и локально суммируемыми на интервале (a, b)

матрицей A(x) и вектором f(x), и последующим применением
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метода последовательных приближений Пикара7). Кроме того, в

работах построена теория самосопряженных расширений симмет-

рических операторов, порожденных самосопряженным квазидиф-

ференциальным выражением (0.3) и проведен спектральный ана-

лиз таких операторов.

Отметим, что теория операторов играет важную роль в совре-

менной математике и физике. Спектральный анализ дифференци-

альных операторов, то есть исследование спектра и разложение

заданной функции по собственным функциям дифференциально-

го оператора, является основным математическим аппаратом при

решении задач теории колебаний, квантовой механики, атомной

физики, акустики, физики твердого тела, механики жидкостей.

При этом особенно важным является исследование сингулярных

дифференциальных операторов, например, операторов, заданных

на бесконечном интервале. Такие операторы могут иметь не толь-

ко дискретный, но и непрерывный спектр, вследствие чего раз-

ложение по их собственным функциям представимо в виде инте-

грала Стилтьеса8) (по спектральной функции распределения).

Вопросы, связанные с конструкцией резольвент и спектраль-

ных функций, а также с выяснением кратности спектра самосо-

пряженных квазидифференциальных операторов четного поряд-

ка, изучались в работах [78,79,129–132].

7) ПИКАР Шарль Емиль (PICARD Charles Émile, 1856–1941) — французский
математик, профессор Сорбонны и Высшей нормальной школы в Париже, член
Парижской АН (1889), иностранный член-корр. Петербургской АН (1895), член
Лондонского королевского общества (1909), Французской АН (1924), почетный
член АН СССР (1925).

8) СТИЛТЬЕС Томас Иоаннес (STIELTJES Thomas Joannes, 1856–1894) — гол-
ландский математик, работник Лейденской обсерватории, профессор универси-
тета в Тулузе, чл.-корр. Петербургской АН (1894).
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Для дифференциальных уравнений l(y) = λy произвольного

четного или нечетного порядка m с непрерывными операторны-

ми коэффициентами общий вид самосопряженных краевых задач

на конечном промежутке [0, b] получено в статье [82]. Приме-

ненный в ней метод основывается на понятии эрмитового бинар-

ного отношения, которое задается в произвольном гильбертовом

пространстве. Оказывается, что определение такого отношения

эквивалентно заданию определенных краевых условий, описыва-

ющих самосопряженные расширения для операции l(y). Опера-

ции, которые рассматривались в цитированной работе, задаются

выражением

l(y) =
n∑

k=1

(−1)k
{(
pn−k(x)y

(k)
)(k)−

− i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k−1)

+
(
qn−k(x)y

(k−1)
)(k)]

}
+ pn(x)y

в случае четного m и выражением

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
,

если m нечетное. К тому же отмечено, что условия непрерывно-

сти коэффициентов можно ослабить, если рассматривать l(y) как

квазидифференциальную операцию. Собственно, так она понима-

ется в работе Ф. Уолкера [182], где скалярные коэффициенты

допускаются суммируемыми, а операция нечетного порядка опре-

деляется выражением

l(y) = (−1)n
{
i
[
q0(x)

(
q0(x)y

(n)
)′](n)

+
(
p0(x)y

(n)
)n
}

+
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+
n−1∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
.

Путем применения теории систем первого порядка в моногра-

фии [3] получены двусторонние оценки для размерности N(λ)

линейного многообразия решений с L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
уравне-

ния l(y) = λω(x)y с локально суммируемой на интервале

(a, b) весовой функцией ω(x)> 0 почти везде на (a, b), а так-

же установлено, что, если при некотором значении комплексно-

го параметра λ все решения этого уравнения принадлежат к

L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
, то этот факт имеет место для всех λ. По-

добные вопросы для уравнений с матричными коэффициентами

различными методами исследовались в [14,45], а для уравнений

с комплексными коэффициентами — в [44].

Монография [172] посвящена, прежде всего, исследованию

связей между спектральными и осциляционными свойствами бес-

конечных систем дифференциальных уравнений произвольного

порядка, которые могут быть представлены в форме дифференци-

ального уравнения с операторнозначными (ограниченными) коэф-

фициентами. Вдобавок авторы рассматривают также много вопро-

сов (например, построение фундаментальной системы решений

операторного дифференциального уравнения с краевыми услови-

ями на бесконечности, описание самосопряженных расширений

для бесконечных систем дифференциальных уравнений на конеч-

ном или бесконечном интервале с использованием уже упоминав-

шегося метода бинарных отношений и т.д.), которые не только

играют ключевую роль при исследовании главной проблематики

книги, но и представляют самостоятельный интерес.
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Среди работ зарубежных математиков по теории квазидиффе-

ренциальных операторов, кроме цитируемой работы [182], отме-

тим также труды К. Кодаиры9) [157], И. Вайдмана [184, 185],

А. Зеттла, У. Эверитта, Л. Маркуса [138–144,187].

Так, в [138] можно найти обзор ряда результатов по проблеме

индексов дефекта операторов, начиная с фундаментальной рабо-

ты Вейля за 1910 г. и до 1976 г. включительно. В статье [184] в

гильбертовом пространстве L2
r(a, b) функций, квадратично инте-

грируемых на интервале (a, b) относительно веса r(x), изучается

спектральная теория операторов, порожденных дифференциаль-

ными выражениями вида

l(y) =
1

r(x)

{
− d

dx
p(x)

dy

dx
+ q(x)y

}

с измеримыми на (a, b) и локально суммируемыми на этом интер-

вале коэффициентами p−1(x), q(x) и r(x), причем p(x) > 0 и

r(x) > 0 почти везде на (a, b). В роботе [185] эти исследования

развиты на случай формально самосопряженных квазидифферен-

циальных выражений произвольного порядка

l(y) =
1

r(x)

{ [n2 ]∑

j=0

(−1)j
(
pj(x)y

(j)
)(j)

+

+

[n−12 ]∑

j=0

(−1)j
[(
qj(x)y

(j)
)(j+1)−

(
q∗j (x)y

(j+1)
)(j)]

}

с измеримыми на (a, b) матричными коэффициентами r(x), pj(x)

и qj(x), где r(x) — положительно определенная для почти всех

x ∈ (a, b) матрица, pj(x) — эрмитовы матрицы. Кроме того, в

9) КОДАИРА Кунихико (KODAIRA Kunihiko, 1950 Г.Р.) — японский математик,
профессор Токийского, Гарвардского и Стэнфордского университетов, профессор
Принстонского института перспективных исследований, член Национальной АН
США (1978), лауреат золотой медали и премии Дж. Филдса (1954).
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случае четного n=2k предполагается, что матрицы pk(x) яв-

ляются регулярными для всех x ∈ (a, b), а функции |p−1
k |,

|pk−1−q∗k−1p
−1
k qk−1|, |p−1

k qk−1|, |pj|, j = 0, k−2, |qj|, j = 0, k−2,

|r| — локально суммируемыми на (a, b) ; в случае нечетно-

го n=2k+1 требуется, чтобы матрицы qk(x) были абсолют-

но непрерывными на (a, b), q̂k(x) = qk(x) − q∗k(x) — регуляр-

ными для всех x ∈ (a, b), а |q̂−1
k |, |q̂−1

k qk−1|, |q̂−1
k (pk + q′k)|,

|pj(x)|, j = 0, k−1, |qj(x)|, j = 0, k−1, |r(x)| — локально

суммируемыми на (a, b).

Для m = 1 подобный класс квазидифференциальных выраже-

ний изучался в работах [139,143,187], где

l(y) =
(
y[n−1]

)′ −
n∑

i=1

fni(x)y
[i−1],

причем y[0] = y, y[i] = f−1
i,i+1(x)

[(
y[i−1]

)′−
n∑

j=1
fij(x)y

[j−1]
]
, а функции

fij(x) для всех i, j определены и локально суммируемыми на ин-

тервале (a, b), fij(x) = 0 почти везде на (a, b) при 2 6 i+ 1 < j,

и fi,i+1(x) 6= 0 при 1 6 i 6 n− 1. Некоторые дополнитель-

ные замечания относительно линейных КДУ сделаны в [142].

Квазидифференциальные выражения, содержащие только члены

четного порядка
(
pj(x)y

(j)
)(j)
, изучались в [157]. Вопросы фак-

торизации (разложения на множители) квазидифференциальных

операторов рассмотрены в [141]. В статье [144] исследованы

дифференциальные вектор-операторы, порожденные счетным чис-

лом квазидифференциальных выражений на действительной оси.

Изучению краевых задач для обыкновенных дифференциальных

и квазидифференциальных операторов посвящена работа [140].
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В роботах В.Я. Дерра [34–36] исследуются близкие к (0.1)

КДУ вида

qnPx ≡ pnn(t)
d

dt
qn−1
P x +

n−1∑

k=0

pnk(t)q
k
Px = f(t), (0.7)

где

q0Px = p00(t)x, qkPx = pkk(t)
d

dt
qk−1
P x +

k−1∑

ν=0

pkν(t)q
ν
Px, k = 1, n,

P = {pik}, pik = 0, k > i,

з действительными коэффициентами pik(t), k6 i, и локаль-

но суммируемыми на интервале (a, b) функциями p−1
ii (t),

pik(t)p
−1
ii (t), f(t)p−1

nn(t). На случай таких уравнений перено-

сятся основные факты теории осцилляции, вводится понятие

обобщённой задачи Валле-Пуссена10), решение которой ищется

в классе функций с кусочно абсолютно непрерывными квази-

производными. В [37] решение обычного дифференциального

уравнения с обобщенными функциями в коэффициентах опре-

деляется как решение соответствующего КДУ. Отметим также,

что существенные результаты в теории КДУ на графах получены

Ю.В. Покорным и его учениками. Полное представление об их

достижениях и актуальные вопросы в этом направлении можно

получить из монографии [38].

Поскольку мы затронули уже КДУ с обобщенными функция-

ми11) в коэффициентах, то будет уместным вспомнить также о

работах по обыкновенным дифференциальным уравнениям с

10) ВАЛЛЕ-ПУССЕН Шарль Жан де Ла (DE LA VALLEE-POUSSIN Charles Jean,
1866–1962) — бельгийский математик, профессор Лувенского университета,
член Бельгийской АН (1909).

11) Локально интегрируемые функции и δ-функции описывают распределения
(плотности) масс, зарядов, сил и т. п., поэтому обобщенные функции называют
еще распределениями (Л. Шварц, 1950).
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обобщенными коэффициентами. Как известно, краевые задачи

для таких уравнений успешно изучаются математиками и меха-

никами издавна. До введения понятия δ-функции точечные син-

гулярности появлялись в задачах в форме специфических усло-

вий сопряжения для решения и его производных в точках, ко-

торые с точки зрения современной теории относятся к сингуляр-

ным носителям коэффициентов уравнения. Такие исследования,

по большому счету, имели частный характер, так как касались

уравнений конкретного вида. Уравнения, коэффициенты которых

содержат импульсные особенности типа δ-функции и её произ-

водных, описывают процессы в физических системах с дискретно-

непрерывным распределением параметров — стержни, пластины,

оболочки с сосредоточенными в точках, на линиях, отдельных

поверхностях массами и моментами инерции, несущими слоями

нулевой толщины и т.п.

Существенный толчок для развития эта тематика получила

благодаря фундаментальным работам М. Г. Крейна и И.С. Каца

(см. приложение II монографии [3] и библиографию там) по диф-

ференциальным уравнениям второго порядка, моделирующие сво-

бодные колебания струны, масса которой допускает кроме непре-

рывного, ещё и точечное распределение. С математической точки

зрения исследования связаны с обобщенным дифференциальным

выражением

lMQ(y) = − d

dM(x)

[
y+(x)−

x+0∫

c+0

y(s)dQ(s)

]
, (0.8)

где M(x) — неубывающая на некотором конечном или бесконеч-

ном интервале функция, Q(x) — разность двух неубывающих

функций, y+(x) — правосторонняя производная функции y(x).
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В случае, если M(x) и Q(x) абсолютно непрерывные и почти

везде на интервале M ′(x) = ρ(x), Q′(x) = q(x), дифференци-

альное уравнение lMQ(y)− λy = 0 равносильно уравнению

−y′′ + q(x)y − λρ(x)y = 0.

Дифференциальное выражение (0.8) для Q(x) = const изучалось

В. Феллером12) [146–148]. Его работа [146] весьма примечатель-

на тем, что в ней дается внутреннее аксиоматическое определе-

ние операции − d

dM(x)
y+(x). Благодаря Феллеру такие диффе-

ренциальные операции начали применяться в теории марковских

процессов. Однако автор определял операцию так, что она теряла

смысл при наличии в функции M(x) интервалов постоянства.

Вследствие этого его результаты оказались недостаточно общи-

ми, потому что не охватывали важный случай дискретных мар-

ковских процессов таких, как например, процессы размножения

и гибели [43] (их исследования приводят к дифференциальной

операции, связанной со стилтьесовой струной [3, §13]).

Cо спектральной теорией неоднородной нагруженной стру-

ны тесно связана (см., например, [75]) еще одна спектраль-

ная теория — теория операторов Шрёдингера13) с сингулярны-

ми (а именно, сосредоточенными на дискретном множестве точек

X = {x1, x2, . . . , xn} ) потенциалами

12) ФЕЛЛЕР Вильям (FELLER William, 1906–1970) — американский математик,
работал в Стокгольме консультантом по математическим методам в статисти-
ке, экономике и биологии, профессор Корнеллского и Принстонского универси-
тетов, член Национальной АН США (1960), редактор журнала "Mathematical
Reviews"(1939–1945).

13) ШРЁДИНГЕР Эрвин (SCHRÖDINGER Erwin, 1887–1961) — австрийский
физик-теоретик и математик, один из основателей квантовой механики, рабо-
тал в высших технических школах в Штутгарте, Бреслау, Цюрихе, профессор
Венского, Йенского, Берлинского, Оксфордского и Грацкого университетов, ди-
ректор Института высших исследований в Дублине, почетный член АН СССР
(1934), лауреат Нобелевской премии (1933).
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LX,α = − d2

dx2
+

n∑

k=1

αkδ(x−xk), LX,β = − d2

dx2
+

n∑

k=1

βkδ
′(x−xk),

где α= (α1, α2, . . . , αn) и β = (β1, β2, . . . , βn) — интенсивности

точечных взаимодействий 14). Такие операторы являются точно

разрешимыми (в том смысле, что их резольвенты строятся в

явном виде, следовательно, удается вычислить спектры и ха-

рактеристики рассеивания) математическими моделями квантово-

механических систем [134, 180]. Историю исследования одно-

мерных операторов Шрёдингера с точечными взаимодействиями

можно найти в монографиях [134,135], которые содержат доста-

точно полную библиографию по этой тематике. Более поздним

исследованиям в этом направлении посвящены работы [26–29,

74,149,151,152,156,158,167–169,173–175,188–190].

В последние годы интенсивно растет количество публикаций

(как теоретического, так и прикладного характера) по теории

дифференциальных уравнений и систем уравнений с распреде-

лениями в коэффициентах, что свидетельствует об актуальности

постановок задач, сочетающих континуальность с дискретностью.

Многие задачи математической физики, электротехники, теории

автоматического управления, квантовой механики, атомной физи-

ки приводят к необходимости создания достаточно развитой тео-

рии таких уравнений. Интерес к дифференциальным уравнениям

с обобщенными коэффициентами объясняется еще и тем, что в

рамках этой теории представляется возможным с единой точки

зрения исследовать как обыкновенные дифференциальные урав-

нения, так и дифференциальные уравнения с особенностями им-

пульсного типа и разностные уравнения. В монографии О.Ф. Фи-

14) В точных моделях квантовой механики относительно производной δ′ раз-
личают два физических феномены: δ′-взаимодействие и точечное дипольное вза-
имодействие ( δ′-потенциал) [179].
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липпова [119] сделан обзор работ отечественных и зарубежных

авторов, где исследуются различные классы дифференциальных

уравнений с обобщенными функциями, входящими в уравнение

в виде слагаемых, в том числе дифференциальные уравнения с

импульсами, линейные (и простейшие нелинейные) уравнения с

обобщенными функциями в правой части, линейные системы,

не разрешенные относительно производных и обладающие раз-

рывными решениями, рассматриваются также дифференциальные

уравнения, содержащие обобщенные функции в коэффициентах.

Указаны некоторые классы уравнений и систем, которые с по-

мощью замены переменных сводятся к системам Каратеодори15),

что позволяет доказать существование решений и исследовать

их свойства. Рассматриваются различные предельные переходы

от дифференциальных уравнений с непрерывными правыми ча-

стями к уравнениям с обобщенными функциями. В монографии

приводится многочисленная библиография, которая дает полное

представление о состоянии исследований (разумеется на момент

опубликования монографии) в этом направлении. Что касается

исследований по общей и спектральной теории обобщенных КДУ,

возникших в течение двух-трех последних десятилетий, обратим

внимание на работы [17–19,30,31,58,61,67,68,70,71,89,90,

92,95,97,99,100,102–110,113,165,166].

Еще одним важным направлением в плане обобщений обык-

новенных дифференциальных уравнений является исследование

динамических систем с разрывными траекториями или, как их

еще называют, дифференциальных уравнений с импульсным воз-

действием. Такие задачи возникли на заре нелинейной механики

15) КАРАТЕОДОРИ Константин (CARATHEODORY Constantin, 1873–1950) —
немецкий математик, профессор Ганноверского, Геттингенского, Берлинского,
Мюнхенского и Афинского (ректор с 1939) университетов.
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и заинтересовали физиков возможностью адекватно описывать

процессы в нелинейных колебательных системах.

Система уравнений с импульсным воздействием описывается

а) системой дифференциальных уравнений, характеризующей

эволюцию рассматриваемого процесса

dx

dt
= f(t, x), x ∈M ⊂ R

n, t ∈ R; (0.9)

б) некоторым множеством Ft расширенного фазового про-

странства M×R ;

в) оператором At, определенным на множестве Ft и отобра-

жающим его на множество F̃t = AtFt расширенного фазового

пространства. В более компактной форме это выглядит так:

dx

dt
= f(t, x), (t, x) /∈ Ft, ∆x

∣∣
(t,x)∈Ft

= Atx− x. (0.10)

Решением задачи (0.10) является функция x = ϕ(t), которая

(в обычном смысле) удовлетворяет системе уравнений (0.9) вне

множества Ft и имеет разрывы первого рода в тех точках t, для

которых (t, x) ∈ Ft. Величина скачка решения вычисляется по

формуле ∆x = ϕ(t+0)− ϕ(t−0) = Atϕ(t−0)− ϕ(t−0).

За последние 30 лет заметно увеличилось число работ по ис-

следованию дифференциальных уравнений с импульсным воздей-

ствием в разных математических школах как в нашей стране, так

и за ее пределами [40,85,122,145,170]. Однако наиболее систе-

матические и глубокие исследования были проведены киевской

школой нелинейной механики, представители которой успешно

развивают такие направления, как общие вопросы, теория устой-

чивости и теория управления, краевые и многоточечные задачи,

методы численно-аналитического и асимптотического интегриро-

вания [7,8,80,83–85,87,88,133].
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Известно [98], что любое линейное КДУ с помощью введения

квазипроизводных удается свести к линейной дифференциальной

системе первого порядка вида

Y ′ = C ′(x) Y + F ′(x). (0.11)

Если C(x) и F (x) абсолютно непрерывные [3], то система (0.11)

эквивалентна интегральному уравнению

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0) (0.12)

с интегралом Лебега. Такая ситуация имеет место для квази-

дифференциальных уравнений с суммируемыми коэффициента-

ми; при этом (0.11) является системой типа Каратеодори и допус-

кает запись в виде (0.6). Эквивалентность сохраняется и тогда,

когда C(x) абсолютно непрерывна, а F (x) имеет ограниченную

вариацию [122] или, когда C(x) и F (x) непрерывные функ-

ции ограниченной вариации [160]. При этом дифференцирование

и равенство в (0.11) понимаются в смысле теории обобщенных

функций и, кроме того, в последнем из этих случаев в уравне-

нии (0.12) будет фигурировать классический интеграл Римана–

Стилтьеса16).

Все это не обобщается непосредственно на случай, когда C(x)

является разрывной функцией ограниченной вариации, даже при

условии F (x) ≡ 0. В этом случае разрывы матрицы-функции

C(x) обязательно порождают разрывы решения Y (x) и к то-

му же в одних и тех же точках. Поэтому интеграл Стилтьеса в

уравнении (0.12) может не существовать (см. [73, c. 214]). Тео-

рия обобщенных функций здесь также ничего не дает, потому

16) РИМАН Георг Фридрих Бернхард (RIEMANN Georg Friedrich Bernhard,
1826–1866) — немецкий математик, профессор Геттингенского университета.
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что, например, произведение δ-функции Дирака17) на её неопре-

деленный интеграл (функцию Хевисайда18)) не существует (см.

§6). Следовательно, не определено также произведение матрич-

ной меры Стилтьеса [122, c. 160] C ′(x) на функцию ограничен-

ной вариации.

Однако, если для функций ограниченной вариации различать

значения Y (x), Y (x−0), Y (x+0) и по отдельности рассмат-

ривать левый Y (x)−Y (x−0) и правый Y (x+0)−Y (x) скач-

ки, то удается определить интеграл в уравнении (0.12), ко-

гда C(x) и Y (x) являются разрывными функциями ограничен-

ной вариации. При различных предположениях (например, ес-

ли Y (x) = Y (x− 0), или Y (x) =Y (x+0), или же Y (x) =

[Y (x− 0) + Y (x+0)]/2 и т.д.) получают различные условия су-

ществования решения уравнения (0.12) и соответственно систе-

мы (0.11), отличаются и сами решения. В книгах [40,119] отме-

чено, что известные определения решения системы (0.11) в такой

ситуации реализуются в рамках трех основных подходов.

Первый подход связан с попытками формализации этой си-

стемы в рамках теории распределений и сводится к проблеме

умножения обобщенных функций на разрывные. Сначала на ос-

нове секвенциального подхода [2] вводится определение произ-

ведения меры на функцию ограниченной вариации, а далее со-

ответствующим образом дается определение решения системы

(0.11) [40, 136, 160, 161]. Весьма интересны также работы

17) ДИРАК Поль Адриен Морис ( textsc Dirac Paul Adrien Maurice, 1902–
1984) — английский физик-теоретик, один из основателей квантовой механики,
профессор Кембриджского университета, член Лондонского королевского обще-
ства (1930), иностранный член АН СССР (1931), лауреат Нобелевской премии
(1933).

18) Хевисайд Оливер (HEAVISIDE Oliver, 1850–1925) — английский физик и
инженер, член Лондонского королевского общества (1891).
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[1,39,81,137,162], в которых исследуются дифференциальные

уравнения в пространствах "новых"19) обобщенных функций.

Второй подход предложен в работе Я. Курцвейля [159] и

предусматривает формальный переход к интегральному уравне-

нию (0.12), в котором интеграл понимается в смысле Перрона–

Стилтьеса20), Лебега–Стилтьеса или как неклассический инте-

грал Римана–Стилтьеса [9,154,171,176,177]. При таком подхо-

де, понятно, скачки решения будут зависеть от значений функции

C(x) в точках разрыва.

Третий подход основан на идее аппроксимации элементов мат-

рицы C(x) последовательностями гладких функций [56], [40,

с. 148]. При этом решение системы (0.11), которая определяет-

ся границей своих гладких приближений, совпадает с решением

интегрального уравнения (0.12).

Для иллюстрации описанных выше подходов рассмотрим на-

чальную задачу

y′ =
1

2
δ(x)y, y(−1) = y0, (0.13)

где δ(x) — функция Дирака (см. c. 48). На основании результатов

работы [40] решение задачи (0.13) имеет вид

y(x) = y0 exp

{
1

2
H+(x)

}
, (0.14)

где H+(x) — функция Хевисайда, непрерывная слева (разрывная

справа) в точке x = 0 : H+(x) =




1, x > 0;

0, x 6 0.

19) Новые обобщенные функции, как и распределения, определяются как гра-
ницы последовательностей гладких функций, однако принципиальное отличие
их от распределений заключается в том, что при этом "запоминается" сам спо-
соб аппроксимации.

20) ПЕРРОН Оскар (PERRON Oscar, 1880–1975?) — немецкий математик, про-
фессор Мюнхенского и Гейдельберского университетов.
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Решением этой же задачи, которое понимается в смысле ра-

бот [136,160,161], является функция

y(x) = y0

[
2

3
H+(x) + 1

]
,

очевидно, не совпадающая с функцией (0.14).

В рамках второго подхода задаче (0.13) следует поставить в

соответствие интегральное уравнение

y(x) = y0 +
1

2

x∫

−1

y(t) d[αH+(t) + (1−α)H−(t)], (0.15)

где 06α6 1, а H−(x) — функция Хевисайда, разрывная слева

в точке x = 0 : H−(x) =




1, x > 0;

0, x < 0.
Понятно, что при разных значениях α решения уравне-

ния (0.15) определяются по-разному: при α = 1 (этот случай

соответствует тому, что решения задачи (0.13) априори являются

непрерывными слева)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H+(x)

]
;

при α = 0 (решения, по определению, должны быть непрерыв-

ными справа)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H−(x)

]
;

если считать, что α=1/2 (например, из соображений симметрии,

или принимая, по определению, решения таковыми, что удовле-

творяют условию y(x) = [y(x−0) + y(x+0)]/2 ), то

y(x) = y0

{
1 +

1

4

[
H+(x) +H−(x)

]}
.
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Наконец, пусть Hk(x) — последовательность абсолютно непре-

рывных функций, поточечно сходящаяся на промежутке [−1, 1] к

функции H+(x). Поставим ей в соответствие последовательность

функций yk(x) = y0 exp{1
2
Hk(x)}, которые являются решениями

начальных задач

y′k =
1

2
H ′

k(x)yk, yk(−1) = y0. (0.16)

Здесь H ′
k(x) является δ -последовательностью, аппроксимирую-

щей δ -функцию Дирака, поэтому задачу (0.16) можно считать

гладкой аппроксимацией исходной задачи (0.13). Очевидно, что

последовательность yk(x) поточечно сходится к функции (0.14)

и не зависит от выбора аппроксимирующей последовательности

Hk(x).

Как видим, понятие решения для дифференциальных уравне-

ний с распределениями неоднозначно и главной причиной этого

является тот факт, что пространство обобщенных функций не

является алгеброй — в нем нельзя определить умножение, кото-

рое бы унаследовало основные свойства умножения непрерывных

функций. Именно поэтому при выборе того или иного опреде-

ления решения требуется более полно учитывать характер пре-

дельного перехода, приводящего к рассматриваемому уравнения.

Этого недостатка лишен подход, принятый в работе [98] и ко-

торого мы будем придерживаться здесь. В рамках этого подхода

в качестве решения системы (0.11) понимается вектор-функция

ограниченной вариации, удовлетворяющая системе в смысле тео-

рии распределений, к тому же указываются эффективные (в тер-

минах матриц C(x) и F (x) ) условия, при которых система (0.11)

является корректной, то есть, при ее исследовании не возникает

проблема умножения функционалов.
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В заключительной главе монографии рассматриваются также

приближенные методы решения обобщенных квазидифференци-

альных уравнений и дифференциальных систем с мерами. В част-

ности, один из подходов заключается в построении для таких

уравнений точных рекуррентных соотношений (ТРС), которые

являются аналогами точных разностных схем.

Точные разностные схемы для обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений с кусочно-гладкими коэффициентами впервые бы-

ли получены А.Н. Тихоновым21) и А.А. Самарским22) [114–116].

Ими же был апробирован алгоритм приближенной реализации

точных разностных схем — усеченные схемы m -го ранга. По-

следние имеют максимальный порядок точности O
(
h2(m+1)

)
, где

h — величина шага сетки. Следовательно, за счет выбора доста-

точно большого m можно получить трехточечные схемы произ-

вольного порядка.

Впоследствии эти результаты были распространены на систе-

мы обыкновенных дифференциальных уравнений второго поряд-

ка [62], дифференциальные уравнения четвертого порядка [15],

нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения второ-

го порядка [53–55,150], задачи с вырождением, а также задачи

21) ТИХОНОВ Андрей Николаевич (1906–1993) — российский математик и гео-
физик, профессор Московского университета (декан факультета вычислительной
математики и кибернетики с 1970 по 1990), работал в Институте теоретической
геофизики АН СССР, заместитель директора (с 1953) и директор (с 1978) Ин-
ститута прикладной математики АН СССР, член-корр. (1939) и академик (1966)
АН СССР, лауреат Сталинской (1953), Государственной (1976) и Ленинской
(1966) премий, премии им. М.В. Ломоносова (1963), награжден золотой меда-
лью М.В. Келдыша (1990).

22) САМАРСКИЙ Александр Андреевич (1919–2008) — российский математик,
ученик А.Н. Тихонова, зав. отдела в Институте прикладной математики АН
СССР, профессор Московского университета, директор Института математиче-
ского моделирования РАН (с 1990), член-корр. (1966) и академик (1976) АН
СССР, лауреат Государственной (1954, 1999) и Ленинской (1962) премий.
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Штурма–Лиувилля23) [10, 11, 63]. В этих работах исследованы

вопросы существования и единственности точных схем, их при-

ведение к дивергентной форме и точность усеченных разностных

схем для задач с кусочно-гладкими коэффициентами. Точные раз-

ностные схемы для обыкновенного дифференциального уравне-

ния 2m -го порядка изучались в работе [49].

В работах [163, 164] рассматривается проблема построения

точной двухточечной (компактной) разностной схемы и ее реа-

лизации посредством двухточечных схем произвольного порядка

точности для системы дифференциальных уравнений первого по-

рядка с дополнительными двухточечными краевыми условиями.

Роботы [25,117] посвященны построению и исследованию од-

нородных разностных схем для одномерной краевой задачи

d

dx

(
k(x)

du

dx

)
− q(x)u(x) = −f(x), x ∈ Ω ≡ (0; 1), (0.17)

u(0) = 0, u(1) = 0, (0.18)

где k(x) — измеримая функция и 0 < M1 6 k(x) 6 M2 < ∞ ;

q(x) = Q′(x), Q(x) ∈ W λ
p (Ω) (p > 2, 0 < λ 6 1), причем

1∫
0

Q(x)v′(x)dx > 0 для любой функции v ∈
◦

W 1
2 (Ω), v(x) > 0 ;

f(x) = F ′(x), F ∈ W s
q (Ω) (q > 2, 0 < s 6 1). Коэффициенты

q(x) и f(x) уравнения (0.17) являются обобщенными произ-

водными функций из пространства Соболева24) W λ
p (0 < λ 6 1,

23) ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (STURM Jacques Charles Franc.ois, 1803–
1885) — швейцарский математик, профессор Сорбонны и Политехнической шко-
лы в Париже, член Парижской АН (1836) и иностранный член-корр. Петербург-
ской АН (1836).

ЛИУВИЛЛЬ Жозеф (LIOUVILLE Joseph, 1809–1882) — французский мате-
матик, профессор Политехнической школы и Коллеж де Франс в Париже, член
Парижской АН (1839) и иностранный член-корр. Петербургской АН (1840). Ос-
нователь журнала "Journal de mathématiques pure et appliquée"(1883).

24) СОБОЛЕВ Сергей Львович (1908–1989) — российский математик, рабо-
тал в Сейсмологическом институте АН СССР, Математическом институте им.
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26p6∞). Сюда, в частности, входят случаи, когда коэффициен-

ты есть δ-функции (pλ< 1), либо кусочно-непрерывные функции

(p=∞, λ=1).

На основе свойств шаблонных функций, являющихся решения-

ми в обобщенном (слабом) смысле определенных задач Коши для

уравнения (0.17), в этих работах получено точную трехточечную

разностную схему для задачи (0.17), (0.18), установлена ее един-

ственность и возможность представления в дивергентной форме,

исследована консервативность разностной схемы, которая явля-

ется необходимым и достаточным условием ее (схемы) сходимо-

сти, предложен алгоритм приближенного отыскания шаблонных

функций. Кроме того, с помощью усеченных шаблонных функ-

ций построена усеченная трехточечная разностная схема m -го

ранга, имеющая точность O
(
h2(m+1)−n

)
, причем величина n по-

тери порядка точности зависит от гладкости коэффициентов. По

мере роста гладкости коэффициентов растет также и скорость

сходимости усеченной схемы. В частности, когда коэффициенты

являются кусочно-гладкими, полученные в [25,117] результаты

совпадают с результатами работ [114–116].

В.А. Стеклова АН СССР, Институте атомной энергии, профессор Московского
и Новосибирского университетов, директор Института математики Сибирского
отделения АН СССР, академик АН СССР (1939), почетный член Московского
математического общества (1987).



УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

(i) N, R, C — множества натуральных, действительных и

комплексных чисел соответственно.

(ii) [a, b], I = (α, β) — соответственно замкнутый и открытый

интервалы действительной оси R.

(iii) 1, n — набор целых чисел от 1 до n : {1, 2, . . . , n}
(iv) ων = {a 6 x0 < x1 < . . . < xν 6 b} — сетка на отрезке

[a, b] ; для равномерной сетки xk = kh, k=0, ν, h = b−a
ν
.

(v) C
p×q — линейное пространство комплексных (p× q) -

матриц A=
(
aij
)p,q
i,j=1

с нормой |A|=
p∑

i=1

q∑
j=1

|aij| ; C
p×1=C

p,

C
1=C.

(vi) A⊤, A, A−1 — матрицы соответственно транспонирован-

ная, комплексно сопряженная и обратная к матрице A.

(vii) A∗ =
(
A
)
⊤

— матрица, эрмитово сопряженная к матрице

A.

(viii) detA — определитель (детерминант) квадратной матрицы

A.

(ix) trA = a11+ a22+ . . . + app — след квадратной матрицы

A.

(x) δij — символ Кронекера25): δij =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

(xi) E = (δij)
p
i,j=1 — единичная матрица размера p×p. Если

есть необходимость указать порядок матрицы, то исполь-

зуем обозначение Ep.

25) КРОНЕКЕР Леопольд (KRONECKER Leopold, 1823–1891) — немецкий мате-
матик, профессор Берлинского университета, член Берлинской АН (1861), ино-
странный член-корр. Петербургской АН (1872).



Условные обозначения 37

(xii) 0 — нулевой элемент: число, вектор или матрица. При

необходимости для нулевой (p× p) -матрицы используем

обозначение Op.

(xiii) ΘM(x) — характеристическая функция множества M :

ΘM(x) =

{
1, x ∈M ;
0, x /∈M.

(xiv) Cp×q(I), ACp×q(I) — пространства матричных функций

A : I→C
p×q, все элементы aij(x) которых являются соот-

ветственно непрерывными и абсолютно непрерывными на

I скалярными функциями; Cp×1(I) = Cp(I), ACp×1(I) =

ACp(I) и C1(I) = C(I), AC1(I) = AC(I).

(xv)
b∨

a

(A) — полная вариация матрицы-функции A(x), равная

сумме полных вариаций всех ее элементов aij(x) :
b∨

a

(A) =
p∑

i=1

q∑

j=1

sup
σ

n∑

k=1

∣∣aij(xk)− aij(xk−1)
∣∣

(здесь σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b —

произвольное разбиение отрезка [a; b] ). В случае откры-

того интервала I будем считать, что A(x) имеет огра-

ниченную вариацию на I, если A(x) имеет ограничен-

ную вариацию на произвольном замкнутом подинтервале

[a, b]⊂I и вариации
b∨
a
(A) ограничены в их совокупности:

∨
I

(A) = sup
b>a

b∨
a
(A) < ∞.

(xvi) BVp×q[a, b] — пространство матриц-функций A : I→C
p×q,

все компоненты aij(x) которых являются функция-

ми ограниченной вариации на отрезке [a, b], с нор-

мой ‖A‖BV = |A(a)|+
b∨
a
(A); BVp×1[a, b] =BVp[a, b] и
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BV1[a, b] =BV [a, b]. Если A(x) дополнительно непре-

рывна справа, то используем обозначения BV +
p×q[a, b],

BV +
p [a, b], BV +[a, b].

(xvii) BV +,loc
p×q (I) — пространство матриц-функций A : I→C

p×q,

все компоненты aij(x) которых являются непрерывными

справа функциями локально ограниченной на интервале I

вариации, т. е. aij ∈BV +[a, b] для произвольного [a, b]⊂I ;

BV +,loc
p×1 (I) =BV +

loc,p(I) i BV +
loc,1(I) =BV

+
loc(I).

(xviii) ∆A(x) =A(x)−A(x−0) — скачок матрицы-функции

A∈BV +,loc
p×q (I) в точке x.

(xix) L2,loc
p×q (I) — пространство матриц-функций A : I→C

p×q,

все элементы aij(x) которых являются локально сумми-

руемыми с квадратом модуля по Лебегу на интервале I

скалярными функциями; L2,loc
p×1 (I) = L2

loc,p(I) и L2
loc,1(I) =

L2
loc(I).

(xx) Aν(x) ⇒ A(x) на [a, b] — равномерная сходимость после-

довательности матриц-функций {Aν(x)}∞ν=1, которая озна-

чает, что lim
ν→∞

sup
x∈[a,b]

|A(x)−Aν(x)| = 0.

(xxi) D0(I) — пространство непрерывных векторных функций

I → C
p с компактным носителем (основных функций), со-

пряженным к которому является пространство D0

′
(I) век-

торных распределений (обобщенных функций).

(xxii) (f, ϕ) — значение функционала f на основной функции

ϕ(x) : (f, ϕ) =
p∑

i=1
(fi, ϕi) для ϕ ∈ D0(I), f ∈ D0

′
(I).

(xxiii) H(x−xs) — смещенная функция Хевисайда:

H(x−xs) =




0, x < xs,

1, x > xs.

(xxiv) δ(x−xs) — δ -функция Дирака с носителем в точке xs.
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(xxv) КДР — квазидифференциальное уравнение.

(xxvi) ФСР — фундаментальная система решений.

(xxvii) ТРС — точное рекуррентное соотношение.

(xxviii) ТДФ — точная двухточечная формула.
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ОБОБЩЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ И

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

§ 1. Функции ограниченной вариации и меры

В этом параграфе кратко представим определения и утверждения,

касающиеся двух важных классов функций, которые понадобятся

нам при изложении основного материала книги, — это функции

ограниченной вариации и меры [3,48,73,122].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Действительная или комплекснозначная

скалярная функция f(x), определенная на конечном отрезке

[a, b] действительной оси R, называется функцией ограниченной

вариации на этом отрезке, если выражение

Vσ(f) =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| (1.1)

допускает фиксированную верхнюю границу для любого n ∈ N

и произвольного разбиения σ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Наименьшую общую верхнюю границу всех таких выражений

называют полной вариацией функции f(x) на отрезке [a, b] и

обозначают
b∨

a

(f) = sup
σ

{
Vσ(f)

}
.
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Иногда для полной вариации удобно использовать выражение

b∨

a

(f) =

b∫

a

∣∣df(x)
∣∣,

где интеграл в правой части естественно интерпретировать как

предел суммы (1.1) при условии max
06k6n−1

(xk+1 − xk) → 0.

Важным примером функции ограниченной вариации является

смещенная функция Хевисайда (единичная ступень )

H(x−xs) =




0, x < xs,

1, x > xs.

Наоборот, функция f(x) =x sin π
2x
, 06x6 1 (очевидно, f(0) = 0 )

не является функцией ограниченной вариации. Действительно,

если в качестве точек разбиения σ отрезка [0; 1] выбрать точки

0 <
1

2n
<

1

2n−1
<

1

2n−2
< . . . <

1

2
< 1,

то, легко видеть, что

Vσ(f) =
2

2n−1
+

2

2n−3
+ . . . + 2 > 1 +

1

2
+ . . . +

1

n
,

откуда
1∨
0
(f) = +∞.

Следствием ограниченности вариации является тот факт, что

для произвольной точки xs (a < xs < b) существуют два одно-

сторонних предела f(xs+0) и f(xs−0). Если при этом

f(xs+0) = f(xs) = f(xs−0), (1.2)

то, как обычно, в точке xs функция f(x) непрерывна. Точки,

в которых нарушается хотя бы одно из равенств (1.2), образуют

счетное множество, поскольку
∑
s

∣∣∆f(xs)
∣∣ 6

b∨
a
(f), т. е. скачки

∆f(xs) = f(xs+0)−f(xs− 0) функции f(x) образуют абсолютно
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сходящийся ряд. Следовательно, множество точек непрерывности

всюду плотно в том смысле, что любой интервал положительной

длины содержит по меньшей мере одну из них.

Линейное пространство функций ограниченной на отрезке

[a, b] вариации обозначим BV [a, b]. Отметим несколько важных

свойств функций из этого пространства [73, гл. 8–9]:

1) если функция f(x) на отрезке [a, b] монотонна, либо удо-

влетворяет условию Липшица, либо имеет ограниченную

производную, тоf ∈ BV [a, b];

2) если f ∈ BV [a, b], то f(x) ограниченная на [a, b] функция,

причем
∣∣f(x)

∣∣ 6
∣∣f(a)

∣∣ +
b∨
a
(f);

3) если f ∈ BV [a, b] и a < c < b, то
b∨
a
(f) =

c∨
a
(f) +

b∨
c
(f);

4) если f ∈ BV [a, b], то v(x) =
x∨
a
(f) ∈ BV [a, b], причем

v(x) неубывающая на [a, b] функция; более того, если f(x)

непрерывна справа на [a, b), то v(x) также обладает этим

свойством;

5) функция f ∈ BV [a, b], если и только если ее можно пред-

ставить в виде разности двух неубывающих функций;

6) если f ∈ BV [a, b], то почти везде на [a, b] существует

конечная производная f ′(x), которая является суммируемой

функцией;

7) если f ∈ BV [a, b], то имеют место разложение Жордана1)

f(x) = fc(x) + fd(x)

1) ЖОРДАН Мари Энмон Камиль (JORDAN Marie Ennemond Camille, 1838–
1922) — французский математик, член Парижской АН (1881), иностранный
член-корр. Петербургской АН (1895), издатель "Journal de mathematiques pures
et appliquees" (1885–1921).
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и разложение Лебега

f(x) = fac(x) + fs(x) + fd(x),

где fc(x) — непрерывная составляющая функции f(x),

fd(x) =
∑
xs6x

∆f(xs) — функция скачков (дискретная состав-

ляющая), fac(x) — абсолютно непрерывная составляющая2),

fs(x) — сингулярная составляющая3).

В случае, если f(x) имеет разрывы в точках a и b, обычно

считают, что f(a− 0) = f(a) и f(b+0) = f(b), имея в виду

возможность непрерывного продолжения функции f(x) влево от

точки a и вправо от точки b. Функции f, g ∈ BV [a, b] считают-

ся эквивалентными, если они совпадают везде, за исключением

не более чем счетного множества точек в интервале (a, b). В каж-

дом классе эквивалентности пространства BV [a, b] существует

функция, непрерывная справа на [a, b]. Пространство непрерыв-

ных справа функций ограниченной на [a, b] вариации обозначим

BV +[a, b].

В случае открытого интервала I будем считать, что f(x)

имеет ограниченную вариацию на I, если f(x) имеет огра-

ниченную вариацию на произвольном компактном подинтервале

[a, b] ⊂ I и все вариации
b∨
a
(f) ограничены в их совокупности,

т. е.
∨
I

(f) = sup
b>a

b∨
a
(f) < ∞. Класс всех таких функций, которые

2) Определенную на отрезке [a, b] функцию f(x) называют абсолютно
непрерывной на этом отрезке, если для любого ε > 0 найдется δ > 0

такое, что для произвольной конечной системы дизъюнктивных интервалов

(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn), каждый из которых содержится в [a, b] и
n∑

k=1

(bk − ak) <

δ, подтверждается неравенство

∣∣∣∣
n∑

k=1

[
f(bk)− f(ak)

]∣∣∣∣ < ε.

3) Отличную от постоянной непрерывную функцию ограниченной вариации,
производная которой почти везде равна нулю, называют сингулярной функцией.
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дополнительно непрерывны справа на I, обозначим BV +
loc(I); при

этом, очевидно, BV +
loc(I) ⊂ BV +[a, b].

Предыдущие определения распространяются также на случай,

когда f(x) есть квадратная матрица-функция, или прямоуголь-

ная матрица-функция, или вектор-функция. В таком случае, го-

воря, что f(x) имеет ограниченную вариацию на интервале I,

имеем в виду, что каждый элемент матрицы f(x) является функ-

цией ограниченной вариации в обычном скалярном смысле. При

этом полная вариация матрицы-функции f(x) равна сумме пол-

ных вариаций всех ее элементов.

Линейное пространство BV [a, b] является банаховым по отно-

шению к норме

‖f‖BV = |f(a)| +
b∨

a

(f),

т. е., если для некоторой последовательности функций fn ∈
BV [a, b] имеем lim ‖fn− fm‖BV =0, то существует такая функ-

ция f ∈ BV [a, b], что lim
n→∞

‖fn− f‖BV =0. Вообще говоря, в

пространстве BV [a, b] понятие сходимости можно ввести разны-

ми способами [155]. Мы отметим следующие:

1) Только что упомянутая сходимость по норме :

lim
n→∞

‖fn − f‖BV = 0.

Считается сильным типом сходимости: из последнего условия и

ее очевидного следствия lim
n→∞

fn(a) = f(a) в силу неравенства

∣∣fn(x)− f(x)− [fn(a)− f(a)]
∣∣ 6

6
∣∣fn(a)− f(a)

∣∣ +
x∫

a

|d
(
fn(t)− f(t)

)
| 6 ‖fn− f‖BV
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следует, что fn(x) ⇒ f(x) на [a, b] ; из еще одного неравенства
∣∣∣∣∣∣

x∫

a

∣∣dfn(t)
∣∣−

x∫

a

∣∣df(t)
∣∣
∣∣∣∣∣∣
6

b∫

a

∣∣∣d
(
fn(x)− f(x)

)∣∣∣

имеем также, что
x∨
a
(fn) ⇒

x∨
a
(f) на [a, b]. Однако, возможными

являются сходимости fn(x) ⇒ f(x) и
x∨
a
(fn) ⇒

x∨
a
(f) на [a, b],

вообще говоря, без наличия lim
n→∞

‖fn−f‖BV = 0. Действительно,

пусть на отрезке [0, 1] имеем

fn(x) =





m
n
, m−1

n
< x 6

m
n
(m = 1, n),

0, x = 0.

Следовательно, fn(x) является неотрицательной и монотонно

неубывающей на этом отрезке,
x∨
0
(fn) =

x∫
0

∣∣dfn(t)
∣∣ = fn(x) и

fn(x) ⇒ x на [0, 1], но
1∨
0
(fn− f) =

1∫
0

∣∣d(fn(x)− f(x))
∣∣ = 1.

2) Равномерные сходимости на [a, b] :

fn(x) ⇒ f(x) и
x∨

a

(fn) ⇒
x∨

a

(f).

Следует отметить, что равномерная сходимость последовательно-

сти функций fn ∈ BV [a, b] к f, в общем, не предполагает, что f

обязательно имеет ограниченную вариацию на [a, b]. Например,

каждая функция из последовательности

fn(x) =




0, 0 6 x 6

1
2n
,

x sin π
2x
, 1

2n
6 x 6 1

имеет ограниченную вариацию на отрезке [0, 1], fn(x) сходят-

ся равномерно к f(x) = x sin π
2x
, которая, однако, не является

функцией ограниченной вариации на отрезке [0, 1] (см. c. 41).
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3) lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀ x∈ [a, b] и lim
n→∞

b∨
a
(fn) =

b∨
a
(f), следова-

тельно и lim
n→∞

x∨
a
(fn) =

x∨
a
(f) для всех x ∈ [a, b].

4) lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀ x∈ [a, b] и
b∨
a
(fn) ограничена по n. По-

следнее условие означает, что последовательность fn(x) имеет

равномерно ограниченную вариацию. В этом типе сходимости

предельная функция f(x) обязательно является функцией огра-

ниченной вариации на отрезке [a, b], т. е. этот тип сходимости

действует в пределах пространства BV [a, b]. Его иногда называ-

ют слабой сходимостью. В связи с этой сходимостью возникает

важная на практике теорема Хелли (см. §33).

5) lim
n→∞

fn(x) = f(x) за исключением счетного множества точек

из отрезка [a, b] ;
b∨
a
(fn) ограничена по n и

b∨
a
(f) <∞.

С функциями ограниченной вариации тесно связан специаль-

ный класс обобщенных функций (распределений Шварца4)), по-

рожденных мерами. В теории обобщенных функций5) под мерой

4) ШВАРЦ Лоран (SCHWARTZ Laurent, 1915–2002) — французский матема-
тик, профессор Парижского университета, профессор Политехнической школы
в Париже, член Парижской АН (1975), лауреат золотой медали и премии Дж.
Филдса (1950).

5) Отметим, что теорию обобщенных функций можно строить на основе раз-
личных подходов. Исторически первым был предложенный С. Cоболевым (1936)
и независимо Л. Шварцом (1950) функциональный подход [16], который состоит
в рассмотрении обобщенных функций как линейных непрерывных функциона-
лов на пространстве "основных" функций. Этот подход требует глубокого знания
функционального анализа, что делает теорию труднодоступной для неспециа-
листов. Развитый позднее Я. Микусинским и Р. Сикорским (1957) секвенци-
альный подход [2] состоит в рассмотрении обобщенных функций как слабых
границ последовательностей обычных, локально суммируемых, функций. Такой
подход (он подобен тому, который используется при расширении множества ра-
циональных чисел до множества действительных чисел по Кантору, но, если це-
лью введения понятия действительного числа есть желание (или необходимость)
сделать возможными такие операции над числами, как, например, вычисления
корней или логарифмов, то введение понятия обобщенной функции позволяет
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на I = (α, β) понимаем линейный непрерывный функционал на

пространстве D0(I) непрерывных функций I → C с компакт-

ным носителем. Мера Стилтьеса dg [48, гл.VI, § 6], порожда-

емая функцией g ∈ BV +
loc(I), является мерой именно в таком

смысле.

Одновременно, в силу теоремы Рисса 6) для произвольной меры

µ на I существует производящая функция g ∈ BVloc(I) такая,

что имеет место представление

(µ, ϕ) =

β∫

α

ϕ(t)dg(t), ϕ ∈ D0(I).

В качестве g(x) можно взять функцию

g(x) =





µ[x0, x], x ∈ [x0, β),

−µ[x, x0], x ∈ (α, x0),

где x0 ∈ I — точка нулевой µ -меры, а µ[a, b] есть µ -мера

отрезка [a, b]. Если от функции g(x) требовать дополнительно

непрерывности справа на I, т. е. g ∈ BV +
loc(I), то мера µ будет

определять g(x) однозначно с точностью до аддитивной постоян-

ной.
Тесную связь между функциями ограниченной вариации и ме-

рами выявляет

сделать всегда осуществимой операцию дифференцирования функций) являет-
ся несколько проще и ближе к интуитивным представлениям физиков. В конце
концов, общепризнанным считается тот факт, что каждой обобщенной функции
в функциональном подходе соответствует единственная обобщенная функция в
секвенциальном подходе, и наоборот. Следовательно, каждая теорема об обоб-
щенных функциях, доказана функциональным методом, может быть доказана и
секвенциальным методом. Какое из доказательств проще — зависит от конкрет-
ного случая. Кроме функционального и секвенциального подходов, существуют
и другие возможности введения обобщенных функций (см. [39]).

6) РИСС Фридьеш (RIESZ Frigyes, 1880–1956) — венгерский математик, про-
фессор университетов в Клуже, Сегеде, Будапеште, член Венгерской АН (1916).
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Лемма 1.2 [122, c. 161]. Для того, чтобы обобщенная про-

изводная g′ некоторой функции g(x) была мерой на I, необ-

ходимо и достаточно, чтобы g ∈ BV +
loc(I). Если это усло-

вие выполняется, то производная g′ есть мера Стилтьеса

dg, определяемая функцией g(x) ; при этом g(x) непрерывна в

точке xs ∈ I тогда и только тогда, когда dg-мера точки xs

равна нулю.

Согласно приведенному выше свойству 6) функция
g ∈ BV +

loc(I) почти всюду на I имеет обычную производную
(обозначим ее g′кл(x) ), причем последняя локально суммиру-

ема. С другой стороны, на основании леммы 1.2 обобщенная
производная g′ этой функции является мерой Стилтьеса dg с
порождающей ее функцией g(x). Распределения g′кл и g′, в

общем случае, разные. Например, смещенная функция Хевисай-
да H(x− xs) имеет обычную производную H ′

кл(x−xs) = 0 для
x 6=xs, так что H ′

кл — нулевое распределение, и обобщенную
производную H ′(x−xs) = δ(x− xs), где δ(x− xs) — функция
Дирака с носителем в точке xs (единичный импульс ), кото-
рая является мерой на I, к тому же сингулярной обобщенной
функцией, и действует по правилу
(
δ(x−xs), ϕ(x)

)
=

∫

I

ϕ(x)dH(x−xs) = ϕ(xs), ϕ ∈ D0(I).

Однако, для абсолютно непрерывных функций обобщенная
производная совпадает с обычной производной, точнее говоря,
имеет место следующая лемма.

Лемма 1.3 [122, c. 162]. Производная g′ распределения g

на I является локально суммируемой на I функцией, если

и только если g(x) есть абсолютно непрерывная функция на

любом компактном подинтервале в I. Если это условие вы-

полняется, то g′ = g′кл.
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Таким образом, приведенные леммы позволяют выяснить
структуру меры g′= dg, если известна структура функции
g(x). В частности, если g(x) есть кусочно непрерывно-
дифференцируема на I функция, которая в точках {xs} имеет

разрывы первого рода со скачками ∆g(xs), и таким образом

g(x) = gc(x) +
∑

s

∆g(xs)H(x−xs),

то
g′ = g′c(x) +

∑

s

∆g(xs)δ(x−xs).

Здесь g′c(x) совпадает с обычной производной g′кл(x), которая

существует почти везде на I (за исключением точек {xs} ).
Предыдущие леммы остаются в силе также для векторных рас-

пределений со значениями из пространства C
p [122, c. 253].

§ 2. Матричный неклассический интеграл

Римана–Стилтьеса

Пусть имеем матрицы-функции F ∈BV +,loc
m×k (I), G∈BV +,loc

k×n (I).

Тогда в силу свойства 7) из §1 верными являются представле-

ния:

F (x) = Fc(x) + Fd(x), G(x) = Gc(x) +Gd(x),

где Fc(x) и Gc(x) — непрерывные составляющие функций F (x)

и G(x), а Fd(x) и Gd(x) — их функции скачков (дискретные

составляющие):

Fd(x) =
∑

y6x

[F (y)− F (y−0)], y ∈ I,

Gd(x) =
∑

y6x

[G(y)−G(y−0)].
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Для любого замкнутого интервала [a; b] ⊂ I определим инте-

грал следующим образом:
b∫

a

dF (x)G(x)
df
=

b∫

a

dFc(x)G(x) +
∑

a<x6b

[F (x)−F (x− 0)]G(x− 0).

(2.1)

Понятно, что интеграл (2.1) можно определить и как предел

интегральной суммы [3], а именно
b∫

a

dF (x)G(x) = lim
max |xk−xk−1|→0

n∑

k=1

[
F (xk −F (xk−1))

]
G(xk−1), (2.2)

где σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b — произвольное

разбиение отрезка [a; b].

Отметим, что в связи с некомутативностью операции умноже-

ния матриц интеграл
b∫

a

G(x)dF (x)
df
=

b∫

a

G(x)dFc(x) +
∑

a<x6b

G(x−0)[F (x)− F (x−0)],

вообще говоря, не совпадает с интегралом (2.1).

Укажем некоторые важные свойства интеграла (2.1), которые

мы неоднократно будем использовать далее.

1. Имеет место билинейное соотношение
b∫

a

[c1dF1 + c2dF2][k1G1 + k2G2] = c1k1

b∫

a

dF1G1+

+ c1k2

b∫

a

dF1G2 + c2k1

b∫

a

dF2G1 + c2k2

b∫

a

dF2G2,

которое следует из определения интеграла (2.1), либо (2.2).
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2. Матрица-функция I(x) =
∫ x

a

dF (t)G(t), x ∈ I есть непре-

рывная справа функция ограниченной вариации, которая в точке

разрыва x0 функции F (x) имеет скачек ∆I(x0), равный

∆I(x0) = ∆F (x0)G(x0−0). (2.3)

Действительно, для произвольного разбиения σ интервала

[a; b] имеем

∑

i

∣∣I(xi+1)− I(xi)
∣∣ =

∑

i

∣∣∣∣∣∣

xi+1∫

xi

dF (t)G(t)

∣∣∣∣∣∣
6

6
∑

i

sup
t∈[xi;xi+1]

∣∣G(t)
∣∣
xi+1∨

xi

(F ) 6 sup
t∈[a;b]

∣∣G(t)
∣∣

b∨

a

(F ),

т. е. вариация функции I(x) ограничена на произвольном за-

мкнутом подинтервале в I. Пусть x ∈ I и s < x. Тогда

∣∣I(x)− I(s)
∣∣ 6 sup

t∈[s;x]

∣∣G(t)
∣∣

x∨

s

(F ),

и поскольку F (x) непрерывна справа, то lim
x→s+0

x∨

s

(F ) = 0. Таким

образом, матрица I ∈BV +,loc
m×n (I). Соотношение (2.3) следует из

определения интеграла (2.1), или (2.2).

3. Теорема о подстановке. Если I(x) =
∫ x

a

dF (t)G(t), то

b∫

a

dI(x)K(x) =

b∫

a

dF (x)G(x)K(x).

Действительно, используя представление

I(x) = Ic(x) +
∑

y6x

∆I(y), y ∈ I,

функции I(x)∈BV +,loc
m×n (I) через ее непрерывную и дискретную
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составляющие и формулу (2.3) скачка этой функции в произволь-

ной точке y ∈ I, имеем

b∫

a

dI(x)K(x)=

b∫

a

dFc(x)G(x)K(x)+

+

b∫

a

d
( ∑

a<y6x

∆F (y)G(y−0)
)
K(x)=

b∫

a

dFc(x)G(x)K(x)+

+
∑

a<x6b

∆F (x)G(x−0)K(x−0) =

b∫

a

dF (x)G(x)K(x).

4. Формула интегрирования по частям для интеграла (2.1)

имеет вид
b∫

a

dF (x)G(x)+

b∫

a

F (x)dG(x) = F (x)G(x)

∣∣∣∣
b

a

−
∑

a<x6b

∆F (x)∆G(x).

(2.4)

Заметим, что
b∫

a

dF (x)G(x) =

b∫

a

dF (x)

x∫

a

dG(y) + F (b)G(a)− F (a)G(a),

b∫

a

F (x)dG(x) = −
b∫

a

( b∫

y

dF (x)

)
dG(y)− F (b)G(a) + F (b)G(b).

Поэтому формулу (2.4) можно переписать в виде
b∫

a

dF (x)

x∫

a

dG(y) =

b∫

a

( b∫

y

dF (x)

)
dG(y)−

∑

a<x6b

∆F (x)∆G(x).

(2.5)

Запишем левую часть формулы (2.5), представив матрицы-

функции F и G в виде суммы непрерывной и дискретной со-
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ставляющих, что порождает четыре интеграла

b∫

a

d
[
Fc(x) + Fd(x)

]
x∫

a

d
[
Gc(y) +Gd(y)

]
=

b∫

a

dFc(x)

x∫

a

dGc(y) +

+

b∫

a

dFc(x)

x∫

a

dGd(y) +

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGc(y) +

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGd(y).

(2.6)

По аналогии для интеграла в правой части (2.5) получаем выра-

жение
b∫

a

( b∫

y

dFc(x)

)
dGc(y) +

b∫

a

( b∫

y

dFc(x)

)
dGd(y)+

+

b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGc(y) +

b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGd(y). (2.7)

Первые три интегралы в выражениях (2.6) и (2.7) совпада-

ют, поскольку это классические матричные интегралы Римана–

Стилтьеса (на самом деле — совокупности таких скалярных ин-

тегралов [3, c. 492]) и для них верна формула интегрирования по

частям. Запишем четвертый интеграл в формуле (2.6):

b∫

a

dFd(x)

x∫

a

dGd(y) =
∑

a<x6b

∆Fd(x)

x−0∫

a

dGd(y) =

=
∑

a<x6b

∆Fd(x)
∑

a<y6x−0

∆Gd(y) =
∑

a<x6b
a<y6x−0

∆Fd(x)∆Gd(y). (2.8)

Заметим, что в последнюю сумму не входят произведения вида

∆Fd(x)∆Gd(x) при y=x. Аналогично запишем четвертый инте-

грал в выражении (2.7)
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b∫

a

( b∫

y

dFd(x)

)
dGd(y) =

=
∑

a<y6b

( b∫

y−0

dFd(x)

)
∆Gb(y) =

∑

a<y6b

∑

y−06x6b

∆Fd(x)∆Gd(y) =

=
∑

a<y6b
y<x6b

∆Fd(x)∆Gd(y) +
∑

a<x6b

∆Fd(x)∆Gd(x). (2.9)

Сравнивая (2.8) и (2.9) приходим к формуле (2.5), а затем к фор-

муле интегрирования по частям (2.4).

Очевидно, если сумма в (2.4) исчезает (а это может произойти

при условии ∆F (x)∆G(x) = 0 ∀x ∈ (a, b] ), то формула ин-

тегрирования по частям приобретает "классический" вид. Отме-

тим также, что формула интегрирования по частям (2.4) является

частным случаем следующей формулы Дирихле7) [154].

4. Формула Дирихле. Если квадратная порядка k матрица-

функция K(x, y) ограничена в области a 6 x 6 b, a 6 y 6 b и

является непрерывной справа функцией ограниченной вариации

по x для любого y ∈ [a; b], то имеет место формула
b∫

a

dF (x)

x∫

a

K(x, y)dG(y) =

b∫

a

( b∫

y

dF (x)K(x, y)

)
dG(y)−

−
∑

a<x6b

∆F (x)K(x−0, x−0)∆G(x), (2.10)

которая доказывается по аналогии с (2.5). Положив в (2.10)

K(x, y) = Ek, придем к (2.5).

7) ДИРИХЛЕ Петер Густав Лежен (DIRICHLET Peter Gustav Lejeune, 1805–
1859) — немецкий математик, профессор Берлинского и Геттингенского уни-
верситетов, член Берлинской АН, иностранный член-корр. Петербургской АН
(1837), член Парижской АН (1854) и Лондонского королевского общества(1855).
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В завершение параграфа докажем лемму об одном обобщении

неравенства Гронуолла–Беллмана8), которое понадобится нам в

§ 33 для доказательства теоремы о сходимости. Напомним клас-

сическое неравенство Гронуолла–Беллмана [33,121].

Лемма 2.1 (Гронуолл-Беллман). Пусть f(x) и g(x) — неот-

рицательные функции, непрерывные на [a, b], c > 0 — некото-

рая постоянная, причем

g(x) 6 c +

x∫

x0

g(t)f(t)dt, a 6 x 6 b.

Тогда имеет место неравенство

g(x) 6 c · exp
x∫

x0

f(t)dt, a 6 x 6 b.

В частности, если c = 0, то g(x) ≡ 0.

В роботе Ф. Аткинсона [3, с. 516] имеется непосредственное

обобщение этой леммы на случай интеграла Римана–Стилтьеса.

Лемма 2.2. Пусть g(x) ∈ BV +
loc(I), g(x)> 0, а функция f(x)

не убывает на [a, b] ⊂ I. Если для любого x ∈ [a, b] имеет

место неравенство

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t)df(t), (2.11)

где c0, c1 — некоторые положительные постоянные, то

g(x) 6 c0 · exp
{
c1
[
f(x)− f(a)

]}
, a 6 x 6 b.

8) ГРОНУОЛЛ Томас Хакон (GRONWALL Thomas Hakon, 1877–1932) — швед-
ский математик, преподавал в Принстонском университете.

БЕЛЛМАН Ричард Эрнест (BELLMAN Richard Ernest, 1920–1984) — аме-
риканский математик, профессор Стэнфордского университета и университе-
та Южной Калифорнии, работал математиком в научных лабораториях в Сан-
Диего, Лос-Аламосе, корпорации RAND.
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Поскольку разрывы функций f(x) и g(x) могут совпадать, то

интеграл в (2.11), вообще говоря, не существует в классическом

смысле, но существует в смысле определения (2.1), либо (2.2).

Рассмотрим несколько иной вариант этой леммы, который не тре-

бует монотонности f(x).

Лемма 2.3. Пусть f(x), g(x)∈BV +
loc(I) и g(x)> 0 на [a, b].

Если для произвольного x ∈ [a, b] имеет место неравенство

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t) |df(t)| (2.12)

с некоторыми положительными постоянными c0, c1, то

g(x) 6 c0 · exp
{
c1

x∨

a

(f)

}
. (2.13)

Доказательство. Заменив в (2.12) интеграл пределом после-

довательности интегральных сумм, получим

g(x) 6 c0 + c1 lim
n−1∑

k=0

g(tk) |f(tk+1)− f(tk)|, (2.14)

где a= t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 < . . . < tn=x — произ-

вольное разбиение отрезка [a, x], а предел берется при n→∞ и

max
06k6n−1

|tk+1 − tk| → 0.

Вследствие известных свойств вариации имеем

|f(tk+1)− f(tk)| 6
tk+1∨

tk

(f) =
tk+1∨

a

(f)−
tk∨

a

(f).

Подставляя эту оценку в правую часть неравенства (2.14), полу-

чим неравенство

g(x) 6 c0 + c1 lim
n−1∑

k=0

g(tk)

[
tk+1∨

a

(f)−
tk∨

a

(f)

]
,
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а после предельного перехода — неравенство

g(x) 6 c0 + c1

x∫

a

g(t)d
t∨

a

(f). (2.15)

Поскольку функция
t∨
a
(f) неубывающая и непрерывная справа на

отрезке [a, b], то из неравенства (2.15) в силу леммы 2.2 следует

оценка

g(x) 6 c0 · exp
{
c1

x∨

a

(f)−
a∨

a

(f)

}
= c0 · exp

{
c1

x∨

a

(f)

}
,

что и требовалось доказать. �

Неравенство (2.13) будем называть обобщенным неравенством

Гронуолла–Беллмана .

§ 3. Однородное матричное интегральное уравнение

Рассмотрим интегральное уравнение

Y (x) = Y (x0) +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (3.1)

где Y (x) — n -мерный вектор, C ∈BV +,loc
n×n (I), x0 ∈ I.

Как известно [3], это уравнение имеет единственное решение

Y (x), которое принадлежит пространству BV +
loc,n(I), и скачки

которого определяются формулой

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) ∀x ∈ I. (3.2)

Это утверждение эквивалентно тому, что интегральное уравне-
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ние

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t),

имеет лишь тривиальное решение.

Введем матрицу-функцию двух переменных B(x, s) как реше-

ние матричного интегрального уравнения

B(x, s) = E +

x∫

s

dC(t)B(t, s). (3.3)

Очевидно, что такое матричное уравнение также имеет един-

ственное решение по переменной x в пространстве BV +
loc,n(I),

поскольку каждый ее столбец обладает таким свойством. Мат-

рицу B(x, s) будем называть фундаментальной матрицей , или

матрицей Коши 9), интегрального уравнения (3.1). Ей присущи

свойства, выражающиеся следующими теоремами.

Теорема 3.1. Решение интегрального уравнения (3.1) пред-

ставимо в виде

Y (x) = B(x, x0)Y (x0). (3.4)

Доказательство. Для доказательства этого факта положим

s = x0 в (3.3) и умножим обе части этого уравнения справа

на Y (x0). Тогда получим

B(x, x0)Y (x0) = Y (x0) +

x∫

x0

dC(t)B(t, t0)Y (x0),

откуда следует представление (3.4). �

9) КОШИ Огюстен Луи (CAUCHY Augustin Louis, 1789–1857) — французский
математик, преподавал в Парижском университете, в Политехнической школе и
Коллеж де Франс, член Парижской АН (1816), иностранный член Петербургской
АН (1831).
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Теорема 3.2. Матрица Коши B(x, s) имеет следующие

свойства:

(a) Для любых x′, x′′, x′′′ ∈ I

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′) = B(x′′′, x′);

(b) Для любых x′, x′′ ∈ I

B(x′, x′′)B(x′′, x′) = E;

(c) B(x, s) есть непрерывная справа матрица-функция огра-

ниченной вариации как по переменной x, так и по пере-

менной s ;

(d) B(x, s) =
[
E +∆C(x)

]
B(x−0, s);

(e) B(x, s) = B(x, s−0)
[
E +∆C(s)

]−1
.

Доказательство. (a) Покажем, что матрица

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′)− B(x′′′, x′)

является решением интегрального уравнения

Y (x) =

x∫

x′′

dC(t)Y (t),

т. е. равна нулевой матрице. Действительно

B(x′′′, x′′)B(x′′, x′)−B(x′′′, x′) = B(x′′, x′)+

+




x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′′)


B(x′′, x′)− E −

x′′′∫

x′

dC(t)B(t, x′) =

= E +

x′′∫

x′

dC(t)B(t, x′) +

x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′′)B(x′′, x′)−
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− E −
x′′∫

x′

dC(t)B(t, x′)−
x′′′∫

x′′

dC(t)B(t, x′) =

=

x′′′∫

x′′

dC(t) [B(t, x′′)B(x′′, x′)−B(t, x′)],

что и доказывает свойство (a).

(b) Положив в предыдущем свойстве x′′′ = x′, получим

B(x′, x′′)B(x′′, x′) = B(x′, x′) = E.

(c) Для любых x1, x2 ∈ I имеем

∣∣B(x2, s)−B(x1, s)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

x2∫

x1

dC(t)B(t, s)

∣∣∣∣∣∣
6 M

x2∨

x1

(C),

где M =
∏

x

(
1 +

∣∣∆C(x)
∣∣
)
exp
{ b∨

a

(Cc)
}

[154], а Cc(x) — непре-

рывная составляющая матрицы-функции C(x), откуда немедлен-

но следует ограниченность вариации B(x, s) по переменной x.

Из интегрального уравнения (3.3) получаем условие скачка по

(первой) переменной x

∆xB(x, s) = ∆C(x)B(x−0, s), (3.5)

а непрерывность справа следует из свойства 2 §2.

Докажем ограниченность вариации функцииB(x, s) по пере-

менной s. Для любых x1, x2 ∈ I рассмотрим равенство

B(x, x2)−B(x, x1) =

x∫

x2

dC(t)B(t, x2)−
x∫

x1

dC(t)B(t, x1) =

=

x∫

x2

dC(t)
[
B(t, x2)− B(t, x1)

]
−

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1)
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как интегральное уравнение для функции

Y (x) = B(x, x2)− B(x, x1),

где

−
x2∫

x1

dC(t)B(t, x1) = E − E −
x2∫

x1

dC(t)B(t, x1) = B(x2, x2)−

−
(
E +

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1)

)
= B(x2, x2)− B(x2, x1) = Y (x2).

Следовательно, в силу теоремы 3.1 решение Y (x) можно пред-

ставить в виде

Y (x) = B(x, x2)Y (x2) = −B(x, x2)

x2∫

x1

dC(t)B(t, x1),

откуда имеем

∣∣B(x, x2)−B(x, x1)
∣∣ 6 M 2

x2∨

x1

(C).

Это и доказывает ограниченность вариации функции B(x, s) по

переменной s, а непрерывность справа доказывается по аналогии

с предыдущем случаем.

(d) В силу формулы (3.5) имеем

B(x, s)−B(x−0, s) = ∆C(x)B(x−0, s),

откуда следует

B(x, s) =
[
E +∆C(x)

]
B(x− 0, s).

(e) Из интегрального уравнения (3.1)

Y (x) = Y (x0−0) +

x∫

x0−0

dC(t)Y (t),
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откуда по теореме (3.1) имеем

Y (x) = B(x, x0−0)Y (x0−0). (3.6)

С другой стороны, в силу (3.2) получим

Y (x0−0) =
[
E +∆C(x0)

]−1
Y (x0). (3.7)

Подстановка (3.7) в (3.6) дает

Y (x) = B(x, x0−0)
[
E +∆C(x0)

]−1
Y (x0),

поэтому
B(x, x0) = B(x, x0−0)

[
E + ∆C(x0)

]−1
,

откуда после замены x0 на s получаем свойство (e). �

Из свойства (e) следует аналогичное (3.5) условие скачка фун-

даментальной матрицы B(x, s) по (второй) переменной s :

∆sB(x, s) = B(x, s−0)
{[
E +∆C(s)

]−1 − E
}
.

Более того, при дополнительном условии
[
∆C(x)

]2
= 0 для лю-

бого x ∈ I скачок будет вычисляться по формуле

∆sB(x, s) = −B(x, s−0)∆C(s). (3.8)

Действительно, при этом условии имеет место тождество
[
E +∆C(x)

]−1 ≡ E −∆C(x), (3.9)

ибо
[
E +∆C(x)

]
·
[
E −∆C(x)

]
= E −

[
∆C(x)

]2 ≡ E.

Поэтому

∆sB(x, s) = B(x, s−0)
{[
E−∆C(s)

]
−E

}
= −B(x, s−0)∆C(s).
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§ 4. Неоднородное матричное интегральное уравнение

Рассмотрим неоднородное интегральное уравнение

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t) + U(x), U(x0) = Y (x0), (4.1)

где C ∈BV +,loc
n×n (I), U ∈BV +

loc,n(I), x0 ∈ I.

Теорема 4.1. Решение неоднородного уравнения (4.1) можно

представить в виде

Y (x) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y), (4.2)

где сумма распространяется на все точки y ∈ I, в которых

матрицы C(x) и U(x) имеют разрывы одновременно.

Доказательство. Покажем, что выражение в правой ча-

сти (4.2) удовлетворяет интегральному уравнению (4.1).

Действительно,
x∫

x0

dC(t)Y (t) =

x∫

x0

dC(t)B(t, x0)U(x0)+

+

x∫

x0

dC(t)

t∫

x0

B(t, s)dU(s)−
x∫

x0

dC(t)
∑

x0<y6t

B(t, y)∆C(y)∆U(y).

(4.3)

Используя уравнение (3.3), получим
x∫

x0

dC(t)B(t, x0)U(x0) =
[
B(x, x0)− E

]
U(x0). (4.4)
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Из формулы Дирихле следует

x∫

x0

dC(t)

t∫

x0

B(t, s)dU(s) =

x∫

x0

( x∫

s

dC(t)B(t, s)

)
dU(s)−

−
∑

x0<y6x

∆C(y)B(y−0, y−0)∆U(y). (4.5)

К тому же, непосредственной проверкой убеждаемся, что

x∫

x0

dC(t)
∑

x0<y6t

B(t, y)∆C(y)∆U(y) =

=
∑

x0<y6x

x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y). (4.6)

В силу соотношений (4.4), (4.5) и (4.6) равенство (4.3) можно

записать в виде
x∫

x0

dC(t)Y (t)=
[
B(x, x0)− E

]
U(x0) +

x∫

x0

( x∫

s

dC(t)B(t, s)

)
dU(s)−

−
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y)−
∑

x0<y6x

x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y).

Поскольку

x∫

y

dC(t)B(t, y)∆C(y)∆U(y) =
[
B(x, y)− E

]
∆C(y)∆U(y) =

= B(x, y)∆C(y)∆U(y)−∆C(y)∆U(y),

то
x∫

x0

dC(t)Y (t) = B(x, x0)U(x0)− U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−
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− U(x) + U(x0)−
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y) +
∑

x0<y6x

∆C(y)∆U(y),

или
x∫

x0

dC(t)Y (t) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y)− U(x).

Следовательно, функция

Y (x) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y)

удовлетворяет интегральному уравнению
x∫

x0

dC(t)Y (t) = Y (x)− U(x),

что и доказывает теорему. �

ЗАМЕЧАНИЕ 4.2. В формуле (4.2) сумма исчезает не только в

случае, когда матрицы C(x) и U(x) имеют разрывы в разных

точках, но и тогда, когда

∆C(x)∆U(x) = 0 ∀x ∈ I.
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§ 5. Сопряженное матричное интегральное уравнение

Как известно из § 3, функция Коши B(x, s) по переменной x

удовлетворяет уравнению (3.3). Ответ на вопрос, какому урав-

нению удовлетворяет функция B(x, s) по переменной s, дает

следующая

Теорема 5.1. Функция B(x, s) по переменной s удовлетво-

ряет интегральному уравнению

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dĈ(t), (5.1)

где

Ĉ(x) = C(x)−
∑

s6y6x

[
E +∆C(y)

]−1[
∆C(y)

]2
. (5.2)

Доказательство. Перепишем уравнение (3.1) в виде

B(x, s)− E =

x∫

s

dC(t)
[
B(t, s)− E

]
+ C(x)− C(s). (5.3)

Применяя к (5.3) формулу (4.2) решения неоднородного уравне-

ния, приходим к равенству

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dC(t)−
∑

s6y6x

B(x, y)
[
∆C(y)

]2
. (5.4)

Перепишем (5.4), используя свойство (e) из теоремы 3.2:

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dC(t)−

−
∑

s6y6x

B(x, y−0)
[
E +∆C(y)

]−1[
∆C(y)

]2
.

Это значит, что функция B(x, s) по переменной s является ре-
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шением интегрального уравнения (5.1), где Ĉ(t) имеет вид (5.2),

что и доказывает теорему. �

ЗАМЕЧАНИЕ 5.2. В случае, когда
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀x ∈ I,

матрица-функция B(x, s) по переменной s удовлетворяет урав-

нению

B(x, s) = E −
s∫

x

B(x, t)dC(t),

т. е. ее строки удовлетворяют векторному интегральному уравне-

нию

Z(x) = Z(x0)−
x∫

x0

Z(t)dC(t), (5.5)

которое называется сопряженным с уравнением (3.1).

Пусть B̃(x, s) — фундаментальная матрица сопряженного ин-

тегрального уравнения (5.5), т. е.

B̃(x, s) = E −
x∫

s

B̃(t, s)dC(t). (5.6)

Используя очевидное равенство
x∫

s

B̃(t, s)dB(t, s) +

x∫

s

dB̃(t, s)B(t, s) = 0

и формулу интегрирования по частям (2.4), получим

B̃(t, s)B(t, s)

∣∣∣∣
x

s

−
∑

s6y6x

∆yB̃(y, s)∆yB(y, s) = 0.

Далее учтем условие скачка (3.5) и аналогичное условие

∆xB̃(x, s) = −B̃(x−0, s)∆C(x),
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которое следует из интегрального уравнения (5.6). Тогда

B̃(x, s)B(x, s) = E −
∑

s6y6x

B̃(y−0, s)
[
∆C(y)

]2
B(y−0, s)

Наконец, умножая обе части последнего равенства справа на мат-

рицу B(s, x) и используя свойство (b) теоремы 3.2, имеем

B̃(x, s) = B(s, x)−
∑

s6y6x

B̃(y−0, s)
[
∆C(y)

]2
B(y−0, x). (5.7)

Формула (5.7) устанавливает связь между B̃(x, s) и B(s, x).

Если, в частности,
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I,

то из формулы (5.7) следует, что

B̃(x, s) = B(s, x). (5.8)

Равенство (5.8) показывает, что интегральное уравнение (3.1)

с матрицей-функцией C ∈BV +,loc
n×n (I) в случае

[
∆C(x)

]2 ≡ 0 со-

храняет свойства, присущие интегральным уравнением с непре-

рывной матрицей C(x).

При таком условии, в частности, скачок (по переменной s )

решения интегрального уравнения (5.1) имеет вид

∆sB(x, s) = −B(x, s−0)∆C(s)

и, как видно, совпадает с полученным ранее результатом (3.8).
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§ 6. О произведении распределений и первообразных мер

При исследовании дифференциальных уравнений с мерами в ко-

эффициентах естественным образом возникает проблема умноже-

ния обобщенных функций (распределений Шварца). Как извест-

но [16, c. 37], произведение любых двух обобщенных функций f

и g не всегда существует.

Для определения такого произведения нужно, чтобы функции

f и g, грубо говоря, обладали свойством: насколько f "нере-

гулярна"в окрестности произвольной точки, настолько g долж-

на быть "регулярной" в этой окрестности, и наоборот. С такой

точки зрения неопределено (некорректно ) произведение функции

Хевисайда на ее обобщенную производную — меру Дирака. Со-

гласно секвенциальному подходу [2, c. 274], произведение обоб-

щенных функций f и g существует на интервале I, если по-

следовательность произведений сверток (f ∗ δn) · (g ∗ δn) сходит-

ся (в обобщенном смысле) на I для любой δ -последовательности

δn. Эта (слабая) граница называется произведением обобщен-

ных функций f и g : (f · g, ϕ) = lim
n→∞

(
(f ∗ δn) · (g ∗ δn);ϕ

)
, ϕ ∈

D(I). В рамках этого определения упомянутое произведение

H(x−xs) · δ(x−xs) не существует (некорректно), поскольку его

значение зависит от выбора последовательности δn.

Для того, чтобы исследовать корректность произведений

F ′(x)G(x) и F (x)G′(x), где F ′(x), G′(x) — обобщенные произ-

водные функций F (x) и G(x), предположим, что F ∈BV +,loc
m×k (I)

и G∈BV +,loc
k×n (I). Запишем их дискретные составляющие в виде

Fd(x) =
∑

xs6x

∆F (xs) =
∑

s

∆F (xs)H(x−xs),

Gd(x) =
∑

xs6x

∆G(xs) =
∑

s

∆G(xs)H(x−xs),
(6.1)
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где ∆F (xs) и ∆G(xs) — скачки в точке xs матриц F и G

соответственно. Учитывая представление (6.1) и тот факт, что

обобщенная производная функции Хевисайда есть мера Дирака,

получим

F ′(x) = F ′
c(x) +

∑

s

∆F (xs)δ(x−xs),

G′(x) = G′
c(x) +

∑

s

∆G(xs)δ(x−xs).
(6.2)

Используя равенства (6.2), запишем формально произведения

F ′G=F ′Gc+F
′
cGd+

∑

r,p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xr)H(x−xp),

FG′=FG′
c+FcG

′
d+
∑

r,p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xp)H(x−xr).
(6.3)

Произведения под знаками сумм в (6.3), вообще говоря, не суще-

ствуют в смысле теории обобщенных функций, поскольку

δ(x−xr)H(x−xp) =




δ(x−xr), если xr > xp,

0, если xr < xp.

а для xr = xp такое произведение не однозначно. Эти соображе-

ния требуют следующего определения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.1. Произведения F ′(x)G(x) и F (x)G′(x) на-

зовем корректными , если для любого x ∈ I виполняется условие

∆F (x)∆G(x) = 0. (6.4)

Учитывая определение 6.1, произведения (6.3) при условии

(6.4) можно записать следующим образом:

F ′G = F ′Gc + F ′
cGd +

∑

r>p

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xr),

FG′ = FG′
c + FcG

′
d +

∑

p>r

∆F (xr)∆G(xp)δ(x−xp),
(6.5)
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где символ
∑
r>p

df
=
∑
r

∑
p

при условии xr > xp.

Обозначим через H(x) и Z(x) первообразные матричных мер

F ′(x)G(x) и F (x)G′(x) соответственно, т. е.

H ′(x) =F ′(x)G(x), Z ′(x) =F (x)G′(x).

Теорема 6.2. Пусть F (x), G(x) — матрицы-функции со-

гласованных порядков, элементы которых принадлежат про-

странству BV +
loc(I), и произведения F ′(x)G(x) и F (x)G′(x)

корректны, т. е. представляются в виде (6.5). Тогда

1) H(x) =

x∫

x0

dF (t)G(t)+H0, Z(x) =

x∫

x0

F (t)dG(t)+Z0, где

x0, x∈ I, H0 и Z0 — произвольные постоянные матри-

цы, а интегралы в правой части понимаются в смысле

определения 2.1;

2) H(x) и Z(x) принадлежат ∈ BV +,loc
m×n (I) ;

3) ∆H(x) =∆F (x)G(x−0), ∆Z(x) =F (x−0)∆G(x) x∈ I.
Доказательство теоремы 6.2 проводится по аналогии с доказа-

тельством свойства 2 из §2.

ЗАМЕЧАНИЕ 6.3. При условии (6.4) корректности произведений

F ′(x)G(x) и F (x)G′(x) для любых a, b∈I интегралы
∫ b

a

dF (x)G(x) и
∫ b

a

F (x)dG(x)

являются классическими матричными интегралами Римана–

Стилтьеса.
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§ 7. Линейные дифференциальные системы с мерами

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), x ∈ I, (7.1)

где Y (x) — неизвестная n -мерная вектор-функция,C(x) — мат-

рица-функция из пространства BV +,loc
n×n (I), C ′(x) — ее обобщен-

ная производная (следовательно дифференцирование и равенство

в (7.1) понимаются в обобщенном смысле).

Заметим, что скачки матрицы-функции C(x) порождают так-

же скачки решения Y (x) уравнения (7.1) и к тому же в одних и

тех же точках, поэтому произведение C ′(x)Y (x), вообще говоря,

неоднозначно (см. §6).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7.1. Будем считать, что вектор Y принадлежит

к допустимому классу D
n
C(I), если:

1) Y ∈BV +
loc,n(I),

2) ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀ x ∈ I.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7.2. Решением уравнения (7.1) есть вектор-

функция Y (x) из допустимого класса D
n
C(I), удовлетворяющая

этому уравнению в обобщенном смысле:

(ϕ, Y ′) = (ϕ,C ′Y ) ∀ϕ ∈ D0(I).

Для системы (7.1) поставим задачу Коши об отыскании реше-

ния, удовлетворяющего начальному условию

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I. (7.2)

Теорема 7.3. В классе функций D
n
C(I) задача (7.1), (7.2) эк-

вивалентна интегральному уравнению

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t), x0, x ∈ I. (7.3)
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Доказательство. Действительно, пусть Y ∈ D
n
C(I). Тогда

правая часть уравнения (7.1) является мерой, первообразная ко-

торой

Y (x) = P +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (7.4)

где P — произвольный постоянный вектор. Положив в (7.4)

P = Y0, удовлетворяем начальное условие (7.2) и получаем инте-

гральное уравнение (7.3).

Пусть теперь вектор-функция Y ∈ D
n
C(I) и удовлетворяет ин-

тегральному уравнению (7.3), где начальное условие (7.2) уже

выполнено. Тогда правая часть этого уравнения является перво-

образной меры C ′(x)Y (x), что после (обобщенного) дифферен-

цирования приводит к уравнению (7.1). �

Согласно результатам работы [3] уравнение (7.3) имеет един-

ственное решение Y (x)∈BV +
loc,n(I). Условие же

∆C(x)∆Y (x) ≡ 0

принадлежности этого решения к допустимому классу не являет-

ся эффективным, поскольку выражено в терминах скачка само-

го решения. Следующее утверждение представляет эффективный

критерий принадлежности решения к классу D
n
C(I).

Теорема 7.4. Для существования решения Y (x) уравнения

(7.3) в классе D
n
C(I) необходимо и достаточно выполнения

условия [
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (7.5)

Доказательство. Достаточность. Скачок ∆Y (x) решения

уравнения (7.3) определяется по формуле (см. §3)

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0). (7.6)
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Умножив обе части (7.6) слева на ∆C(x), получим

∆C(x)∆Y (x) =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0), (7.7)

откуда в силу (7.5) следует условие ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x ∈ I.

Необходимость. Если

∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x ∈ I,

то из (7.7) получим

0 =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0) =

[
∆C(x)

]2
B(x−0, x0)Y0,

где B(x, x0) — матрица Коши уравнения (7.3), а Y0 — произволь-

ный начальный вектор. Из произвольности этого вектора следует,

что [
∆C(x)

]2
B(x−0, x0) = 0,

откуда в силу оборотности матрицы B(x−0, x0) следует усло-

вие (7.5). �

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7.5. При выполнении условия (7.5) однородное

уравнение (7.1) назовем корректным.

Рассмотрим теперь начальную задачу для неоднородной систе-

мы

Y ′(x) = C ′(x)Y (x) + F ′(x) (7.8)

Y (x0) = Y0, (7.9)

где F (x) ∈ BV +
loc(I), и соответствующее интегральное уравнение

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0). (7.10)

Условие (7.5) еще не обеспечивает принадлежности реше-

ния этого уравнения к классу D
n
C(I) из-за наличия слагаемого

F (x)−F (x0), но имеет место следующее утверждение.
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Теорема 7.6. Если однородная система (7.1) корректна, то

для существования решения уравнения (7.10) в классе D
n
C(I)

необходимо и достаточно выполнения условия

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I. (7.11)

Доказательство. Действительно, скачок решения уравнения

(7.10) имеет вид

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) + ∆F (x),

что после умножения слева на ∆C(x) приводит к равенству

∆C(x)∆Y (x) =
[
∆C(x)

]2
Y (x−0) + ∆C(x)∆F (x),

откуда и следует доказательство. �

ЗАМЕЧАНИЕ 7.7. При выполнении системы условий (7.5), (7.11)

неоднородное уравнение (7.8) естественно также назвать коррект-

ным .

§ 8. Существование и единственность решения начальной

задачи

Метод приведения начальных задач для (корректных) систем

дифференциальных уравнений с мерамы к эквивалентным ин-

тегральным уравнениям позволяет в полной мере использовать

полученные в предыдущих параграфах результаты для построе-

ния линейной теории: достаточно в соответствующих формулах

положить ∆C(x)∆Y (x) = 0, [∆C(x)]2=0 и ∆C(x)∆F (x) = 0

∀x∈ I. Такой подход в некоторой степени является альтерна-

тивным к результатам работ [93], [98].
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Теорема 8.1. При условии (7.5) существует единственное

решение Y ∈ D
n
C(I) начальной задачи (7.1), (7.2), скачок кото-

рого определяется по формуле

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x). (8.1)

Это решение представимо в виде

Y (x) = B(x, x0)Y (x0), (8.2)

где B(x, s) — фундаментальная матрица, которая по пере-

менной x является решением системы (7.1) и при x= s удо-

влетворяет условию B(s, s) = E.

Существование и единственность решения вытекают из тео-

рем 7.3 и 7.4. Представление решения (8.2) является следствием

теоремы 3.1. Условие же скачка (8.1) легко получить, если учесть

формулы (3.2), (3.7), (3.9) и условие (7.5):

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) = ∆C(x)
[
E +∆C(x)

]−1
Y (x) =

= ∆C(x)
[
E −∆C(x)

]
Y (x) = ∆C(x)∆Y (x).

Очевидно, фундаментальная матрица B(x, s) системы (7.3) со-

храняет свойства, описанные в теореме 3.2, с таким уточнением

в силу условия (7.5) последнего свойства:

B(x, s) = B(x, s−0)
[
E −∆C(s)

]
.

Теорема 8.2. Матрица B∗(x, s) по переменной s является

решением сопряженной с (7.1) дифференциальной системы

Z ′(s) = −[C ′(s)]∗Z(s), s ∈ I. (8.3)

Доказательство. В силу замечания 5.2 матрица B(x, s) по

переменной s удовлетворяет уравнению
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B(x, s) = E −
s∫

x

B(x, t)dC(t),

которое в результате обобщенного дифференцирования по s при-

водит к системе B′
s(x, s) = −B(x, s)C ′(s), а после сопряжения —

к системе B∗(x, s)′s = −[C ′(s)]∗B∗(x, s). �

Следствие 8.3. Фундаментальная матрица B̃(x, s) сопря-

женной дифференциальной системы (8.3) удовлетворяет тож-

деству

B̃(x, s) = B∗(s, x) = [B−1(x, s)]∗.

Теорема 8.4. При условиях (7.5) и (7.11) начальная зада-

ча (7.8), (7.9) имеет единственное решение Y ∈ D
n
C(I), кото-

рое представимо в форме Коши

Y (x) = B(x, x0)Y (x0) +

x∫

x0

B(x, s)dF (s). (8.4)

Доказательство следует из теорем 7.6 и 4.1.



2
ОСНОВЫ КОНЦЕПЦИИ КВАЗИПРОИЗВОДНЫХ

§ 9. Предварительные замечания

Прежде, чем перейти к определению основных понятий, рассмот-

рим некоторые примеры скалярных дифференциальных уравне-

ний.

1. Дифференциальное уравнение второго порядка

y′′ − a1(x)y = 0, (9.1)

где y(x) — неизвестная функция действительной переменной x∈
I, a1(x) = b′1(x), причем b1 ∈ BV +

loc(I), обычным образом сво-

дится к дифференциальной системе первого порядка

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), (9.2)

где

Y = (y, y′)
⊤

, C ′(x) =

(
0 1

a1(x) 0

)
.

Поскольку

∆C(x) =

(
0 0

∆b1(x) 0

)
,

то, очевидно,
[
∆C(x)

]2
=0 для любого x ∈ I и, таким образом,

система (9.2) корректна. Если под решением дифференциального
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уравнения (9.1) понимать первую координату y(x) вектора Y (x),

то это уравнение и система (9.2) эквивалентны (в обобщенном

смысле). Это обстоятельство позволяет не только построить ли-

нейную (элементарную) теорию уравнения (9.1), но и изучить

локальные свойства его решения y(x) и производной y′(x).

2. Многие задачи математической физики приводят к исследо-

ванию дифференциального уравнения

l2[y] ≡
(
a0(x)y

′)′ − a1(x)y = 0, (9.3)

где функция a−1
0 (x) локально ограничена и измерима на интер-

вале I , а функция a1(x) = b′1(x), где b1 ∈ BV +
loc(I), является

мерой Стилтьеса на этом интервале (обобщенной функцией ну-

левого порядка).

Внешняя "близость" уравнений (9.1) и (9.3) обманчива. Су-

щественное отличие между ними заключается в том, что при

данных условиях на коэффициенты a0(x) и a1(x) линейную тео-

рию уравнения (9.3), в отличие от уравнения (9.1), невозможно,

оставаясь в рамках классической теории обобщенных функций,

построить в терминах решения y(x) и его производной y′(x).

Иными словами, в общем случае (когда функция a−1
0 (x) ограни-

чена и измерима) с помощью вектора Y (x) = (y(x), y′(x))
⊤ это

уравнение не приводится к корректной системе первого поряд-

ка.

Действительно, выполняя в (9.3) формально операцию диффе-

ренцирования, получаем дифференциальное уравнение

a0(x)y
′′ + a′0(x)y

′ − a1(x)y = 0,

или

y′′ + a−1
0 (x)a′0(x)y

′ − a−1
0 (x)a1(x)y = 0.
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Пусть, например, a0(x) — ступенчатая функция, не обращающа-

яся в нуль на произвольном компакте в I. Тогда a−1
0 (x) тоже сту-

пенчатая функция (очевидно, ограниченная и измеримая), точки

разрывов которой совпадают с точками разрывов a0(x). Это зна-

чит, что произведения a−1
0 (x)a′0(x) и a−1

0 (x)a1(x) в общем случае

не определены. Они существуют, если, скажем, a0(x) непрерыв-

ная функция локально ограниченной на I вариации, но такое

предположение сильно ограничивает возможность исследования

целых классов реальных физических процессов (продольные ко-

лебания стержней с кусочно-переменным сечением, крутильные

колебания валов переменной жесткости, температурные задачи

с кусочно-переменным коэффициентом теплопроводности и т. п.).

Этих осложнений можно избежать, если воспользоваться следу-

ющим приемом.

Рассмотрим выражение y[1] ≡ a0(x)y
′, которое назовем ква-

зипроизводной дифференциального выражения l2[y]. Легко убе-

диться, что с помощью вектора Y = (y, y′)
⊤ уравнение (9.3) пе-

репишется в виде системы (9.2) с матрицей

C ′(x) =

(
0 a−1

0 (x)

a1(x) 0

)
.

Эта система корректна, поскольку снова
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀x ∈ I.

Поэтому мы получили возможность строить линейную теорию

уравнения (9.3), которое в дальнейшем будем называть квази-

дифференциальным, в терминах решения y(x) и его квазипро-

изводной y[1](x).

3. Идея введения квазипроизводных распространяется также

на уравнения высших порядков. Здесь мы ограничимся ее иллю-
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страцией в случае КДУ четвертого порядка

l4[y] ≡
(
a0(x)y

′′)′′ −
(
a1(x)y

′)′ + a2(x)y = 0. (9.4)

Если от коэффициентов ai(x), i = 0, 1, 2, требовать, чтобы

они принадлежали к пространству C2−i(I) функций непрерывно

дифференцируемых (2− i) раз, то, выполняя операции диффе-

ренцирования, получим уравнение четвертого порядка с непре-

рывными коэффициентами, решение которого следует искать в

классе C4(I). Впрочем, данные требования слишком жесткие,

потому как уравнение (9.4) сохраняет смысл и без предположе-

ния о гладкости a0(x), a1(x) и требования y ∈ C4(I).

Обозначим через

y[0] = y, y[1] = y′, y[2] = a0(x)y
′′, y[3] = a1(x)y

′ −
(
a0(x)y

′′)′

квазипроизводные функции y(x) в смысле дифференциального

уравнения (9.4). Если уравнение (9.4) интерпретировать, скажем,

как уравнение поперечного изгиба балки (без учета внешних

факторов), получающееся в результате разделения переменных

в соответствующем уравнении с частными производными [76],

то введенные квазипроизводные имеют реальный механический

смысл, а именно: y[0] обозначает изгибe балки, y[1] — угол по-

ворота, y[2] — изгибающий момент, y[3] — поперечную силу. В

случае, если коэффициенты a−1
0 (x), ai(x), i = 1, 2, уравнения

(9.4) локально суммируемы по Лебегу на интервале I, то урав-

нение имеет смысл, если от функции y(x) требовать абсолютной

непрерывности на I вместе с квазипроизводными до третьего

порядка включительно; при этом, очевидно, y(x) удовлетворяет

уравнению (9.4) почти везде на I. Однако, в этом направлении
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можно пойти еще дальше, если предположить, что a−1
0 (x) ло-

кально ограничена и измерима на интервале I функция, а ко-

эффициенты ai(x) = b′i(x), где bi∈BV +
loc(I), i = 1, 2, являются

мерами Стилтьеса на I. Легко видеть, что с помощью вектора

Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

уравнение (9.4) перепишется в виде систе-

мы (9.2), причем

C ′(x) =




0 1 0 0

0 0 a−1
0 (x) 0

0 a1(x) 0 −1

a2(x) 0 0 0



,

и потому

∆C(x) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 ∆b1(x) 0 0

∆b2(x) 0 0 0



.

Отсюда для любого x ∈ I следует равенство
[
∆C(x)

]2
= 0,

т. е. корректность эквивалентной уравнению (9.4) системы перво-

го порядка. Поэтому уравнение (9.4) имеет смысл, если от функ-

ции y(x) требовать, чтобы она вместе со своей первой квази-

производной y[1](x) принадлежали к AC(I), а квазипризводные

y[2](x) и y[3](x) были функциями из BV +
loc(I) ; при этом диффе-

ренцирование и равенство в (9.4) понимаются в смысле теории

обобщенных функций, т. е. как дифференцирование и равенство

функционалов. Этот случай характеризуется тем, что балка несет

на себе, кроме непрерывно распределенных, еще и сосредоточен-

ные в некоторых точках xs, массы и моменты, при переходе че-

рез которые (точки) изгибающий момент y[2](x) и поперечная

силаy[3](x) меняются скачкообразно, в то время как изгиб y[0](x)

и угол поворота y[1](x) — непрерывны.
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Данные примеры показывают, что для каждого конкретного

случая следует вводить свои квазипроизводные, которые (за ис-

ключением случаев "обычных" производных) тесно связаны с

коэффициентами соответствующего дифференциального выраже-

ния. В дальнейшем, без ограничения общности, все (обычные)

дифференциальные выражения и соответствующие им дифферен-

циальные уравнения будем называть квазидифференциальными.

Пусть далее ln[y] — квазидифференциальное выражение n-го по-

рядка и
ln[y] = 0 (9.5)

соответствующее КДУ, которое с помощью вектора

Y =
(
y, y[1], . . . , y[n−1]

)
⊤

приводится к корректной дифференциальной системе

Y ′(x) = C ′(x)Y (x),
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (9.6)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.1. Функции y[k](x), k = 0, n−1
(
y[0]

def
= y

)
на-

зовем квазипроизводными в смысле КДУ (9.5).

В частности, квазипроизводными в смысле дифференциального

уравнения y(n)−
n∑

i=1
ai(x)y

(n−i)=0 являются обычные производные

y(k)(x), k = 0, n−1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.2. КДУ (9.5) назовем корректным , если кор-

ректной является соответствующая ему система (9.6).

Как показывает пример КДУ (9.3), неудачный подход к выбору

координат вектора Y (x), т. е. квазипроизводных, может привести

к некорректной системе, и наоборот. Более того, этот пример по-

казывает, что в процессе приведения к системе следует избегать

выполнения операции дифференцирования коэффициентов.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.3. Решением КДУ (9.5) называем первую ко-

ординату y(x) вектора Y (x) дифференциальной системы (9.6),

удовлетворяющую ему в обобщенном смысле, т. е., когда диффе-

ренцирование и равенство в (9.5) понимаются в смысле теории

обобщенных функций:
(
ln[y], ϕ

)
=0, ϕ∈D0(I).

Рассмотрим теперь сопряженную с (9.6) обобщенную диффе-

ренциальную систему

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x). (9.7)

Пусть Z =
(
z{n−1}, z{n−2}, . . . , z

)
⊤

есть искомая вектор-функция.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9.4. КДУ l∗n[z] = 0, которому в силу экви-

валентной системы (9.7) в обобщенном смысле удовлетворяет

последняя координата z(x) вектора Z(x), назовем сопряжен-

ным с КДУ (9.5). При этом функции z{k}(x), k = 0, n−1(
z{0}(x)

def
= z(x)

)
называются квазипроизводными в смысле со-

пряженного КДУ.

Всюду дальше через y[ · ] и z{ · } обозначим квазипроизводные

в смысле исходного и сопряженного КДУ соответственно. Этим

мы придерживаемся обозначений, впервые предложенных Д. Ши-

ном [124–127]. Заметим, что в случае, если квазипроизводные

y[k](x) в смысле КДУ (9.5) определены, то квазипроизводные

z{k}(x) в смысле сопряженного КДУ, как дальше будет показано,

определяются однозначно и наоборот. Данные квазипроизводные

в общем случае не совпадают.

Для иллюстрации рассмотрим КДУ
(
a0(x)y

′′)′ − a1(x)y
′ − a2(x)y = 0, (9.8)

для которого квазипроизводные определим следующим образом:

y[1] = y′, y[2] = a0(x)y
′′. В результате придем к дифференциаль-
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ной системе первого порядка


y

y[1]

y[2]




′

=




0 1 0

0 0 a−1
0 (x)

a2(x) a1(x) 0






y

y[1]

y[2]


. (9.9)

Если предположить, что функция a−1
0 (x) ограничена и измерима

на интервале I , ai(x) = b′i(x), где bi ∈ BV +
loc(I), i = 1, 2, то для

произвольного x ∈ I

[
∆C(x)

]2 ≡




0 0 0

0 0 0

∆b2(x) ∆b1(x) 0




2

= 0,

т. е. система (9.6), а вместе с ней и КДУ (9.8), являются коррект-

ными.

Сопряженная с (9.9) система имеет вид (здесь для большей

общности функции a0(x), b1(x), b2(x) будем считать комплексно-

значными)


z{2}

z{1}

z




′

= −



0 0 a2(x)

1 0 a1(x)

0 a−1
0 0






z{2}

z{1}

z


.

Из этой системы получаем обобщеннные равенства

z′ = −a−1
0 z{1},

(
z{1}

)′
= −z{2} − a1(x)z,

(
z{2}

)′
= −a2(x)z,

откуда

z{1} = −a0(x)z′, z{2} = −
(
z{1}

)′ − a1(x)z

и, наконец,
(
a0(x)z

′)′′ −
(
a1(x)z

)′
+ a2(x)z = 0. (9.10)

Таким образом, y[k](x) 6= y{k}(x), k = 1, 2, а сопряженное с

(9.8) уравнение имеет вид (9.10).
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§ 10. Начальная задача для квазидифференциального

уравнения с мерами

Рассмотрим квазидифференциальное выражение (m,n ∈ N)

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

, (10.1)

где функция y(x) определена на некотором интервале I действи-

тельной оси R. Квазидифференциальные выражения вида (10.1)

с достаточно гладкими, а также локально суммируемыми по Ле-

бегу на интервале I коэффициентами aij(x) в различных аспек-

тах исследовалось многими авторами (см. библиографию в [72]).

Мы же ослабляем требования к коэффициентам квазидиффе-

ренциального выражения (10.1) и всюду далее считаем, что вы-

полняются следующие предположения:

(I) a−1
00 (x) — локально ограничена и измерима на I функция;

(II) ai0, a0j ∈ L2
loc(I), i = 1, n, j = 1,m ;

(III) aij(x) = b′ij(x), де bij ∈ BV +
loc(I), i = 1, n, j = 1,m.

Из данных условий видно, что в выражении (10.1) выпол-

нять операцию (m− j) -кратного дифференцирования нельзя из-

за недостаточной гладкости его коэффициентов. Если даже по-

пробовать и провести дифференцирование в обобщенном смысле,

то от решения y(x) дифференциального уравнения

Lmn[y] = 0 (10.2)

мы вынуждены будем требовать достаточной гладкости для того,

чтобы операции умножения в левой части этого уравнения были

законными (а не только формальными) с точки зрения теории

обобщенных функций. Всех этих трудностей удается избежать,

если применить концепцию квазипроизводных.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10.1. Квазипроизводными функции y(x) в

смысле КДУ (10.2), назoвем функции y[k](x), k=0, n+m, опре-

деляемые формулами

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i), j = 1,m.

(10.3)

С помощью квазипроизводных (10.3) квазидифференциальное

выражение (10.1) легко записать в виде

Lmn[y] ≡ y[n+m]. (10.4)

По известным уже причинам понятно, что "задачу Коши" для

уравнения (10.2) с начальными значениями в точке x0 ∈ I есть

смысл ставить только в терминах квазипроизводных:

y[k](x0) = yk0 , k = 0, q−1, (10.5)

где q=m+n, а yk0 , k=0, q−1, — заданные числа.

Ответ на вопрос о разрешимости данной задачи дает следую-

щая теорема.

Теорема 10.2. При условиях (I)–(III) существует един-

ственное решение y(x) начальной задачи (10.2), (10.5) та-

кое, что квазипроизводные y[i](x), i=0, n=1, принадле-

жат пространству AC(I), а квазипроизводные y[n+j](x),

j =0,m−1, — пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов

функций bij(x) имеют скачки, определяемые формулами

∆y[n+j](xs) =
n−1∑

i=0

∆bn−i,j+1(xs)y
(i)(xs), j = 0,m−1. (10.6)

Доказательство. Запишем КДУ (10.2) в виде обобщенной

дифференциальной системы первого порядка. Из формул для ква-
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зипроизводных следуют обобщенные равенства:
(
y[i−1]

)′
= y(i), i=1, n−1;

(
y[n−1]

)′
= a−1

00 (x)y
[n] −

n∑

i=1

a−1
00 (x)ai0(x)y

[n−i];

(
y[n+j−1]

)′
= −y[n+j] + a0j(x)a

−1
00 (x)y

[n]+

+
n∑

i=1

[
aij(x)−a0j(x)a−1

00 (x)ai0(x)
]
y[n−i], j =1,m.

Если использовать их вместе с равенством y[n+m] = 0, которое

является очевидным следствием (10.4) и (10.2), то задачу (10.2),

(10.5) можно записать в виде

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), (10.7)

Y (x0) = Y0. (10.8)

Здесь Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)⊤
— неизвестная вектор-функция,

Y0=
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

— заданый вектор начальных значений,

C ′(x) — квадратная порядка q матрица коэффициентов систе-

мы, которая имеет блочную структуру, указанную на с. 90.

Отметим, что условия (I)–(III) позволяют интерпритовать

C ′(x) как матричную меру. Кроме того, эти условия являются

достаточными для корректности системы (10.7), поскольку из

них следует, что матрица скачков ∆C(x) имеет вид

∆C(x) =




0 0 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ...

0 0 · · · 0 0 · · · 0

∆bn1 ∆bn−1,1 · · · ∆b11 0 · · · 0

∆bn2 ∆bn−1,2 · · · ∆b12 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ...

∆bnm ∆bn−1,m · · · ∆b1m 0 · · · 0




, (10.9)
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откуда непосредственной проверкой легко видеть, что
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (10.10)

Но тогда по теореме 7.3 задача (10.7), (10.8) эквивалентна инте-

гральному уравнению

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (10.11)

откуда уже согласно теореме 7.4 следует существование и един-

ственность ее решения Y (x) из допустимого класса

D
q
C(I) =

{
Y ∈BV +

loc,q(I)
∣∣∣∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀x∈ I

}
.

Поскольку в соответствии с определением 9.3 под решением КДУ

(10.2) понимаем первую координату y(x) вектора Y (x) диф-

ференциальной системы (10.7), то отсюда следует, в свою оче-

редь, существование и единственность решения начальной зада-

чи (10.2), (10.5).

Докажем теперь вторую часть теоремы. Условие скачка реше-

ния интегрального уравнения (10.11) в точке xs ∈ I имеет вид

∆Y (xs) = ∆C(xs)Y (xs). (10.12)

Но тогда в силу структуры (10.9) матрицы скачков ∆C(x)

можно сделать вывод, что ∆y[i](xs) = 0 при i=0, n−1, т. е. ре-

шение y(x) и его квазипроизводные y[i](x) до (n−1) -го порядка

включительно по крайней мере непрерывны. Более того, посколь-

ку из (10.11) и (10.3) следуют равенства

y[i](x) = yi0 +

x∫

x0

y[i+1](t)dt = yi0 +

x∫

x0

y(i+1)(t)dt, i = 0, n−2,

где интеграл понимается в смысле Лебега, то квазипроизводные

y[i](x) при i = 0, n−2 принадлежат пространству AC(I).
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При i=n− 1 аналогичное равенство также имеет место, одна-

ко не является столь очевидным, как предыдущие.

Действительно,

y[n−1](x) = yn−1
0 −

x∫

x0

[
an0
a00
y+ an−1,0

a00
y[1]+. . .+ a10

a00
y[n−1]

]
(t)dt+

+

x∫

x0

a−1
00 (t)y

[n](t)dt = yn−1
0 −

x∫

x0

a−1
00 (t)

n∑

i=1

ai0(t)y
(n−i)(t)dt+

+

x∫

x0

a−1
00 (t)

n∑

i=0

ai0(t)y
(n−i)(t)dt = yn−1

0 +

x∫

x0

y(n)(t)dt.

Кроме того, Y ∈ D
q
C(I), поэтому y[n+j] ∈ BV +

loc(I) для

j =0,m−1.

Равенства (10.6) вытекают из (10.12), структуры матрицы

∆C(x) и того факта, что согласно (10.3) квазипроизводные до

(n−1) -го порядка включительно совпадают с обычными произ-

водными. �

Следует подчеркнуть то свойство корректных квазидифферен-

циальных уравнений с мерами, что скачки квазипроизводных их

решений однозначно диктуются структурой их коэффициентов и

этот факт выражается формулами (10.6). Данные формулы мож-

но интерпритировать также как условия сопряжения для практи-

ческого построения решений квазидифференциальных уравнений

вида (10.2).
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§ 11. Сопряженное квазидифференциальное уравнение с

мерами

Чтобы получить вид сопряженного с (10.2) КДУ, а также выра-

жения для его квазипроизводных, рассмотрим согласно определе-

нию 9.4 сопряженную с (10.7) обобщенную дифференциальную

систему

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x). (11.1)

Используя конкретный вид (с. 90) матрицы C ′(x), получаем сле-

дующие определения.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11.1. Сопряженным с (10.1) называется квази-

дифференциальное выражение

L∗
mn[z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
aij(x)z

(m−j)
)(n−i)

. (11.2)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11.2. Квазипроизводными функции z(x) в

смысле сопряженного уравнения L∗
mn[z] = 0 назовем функции

z{k}(x), k = 0, q, определяемые формулами

z{j} = z(j), j = 0,m−1; z{m} = −
m∑

j=0

a0j(x)z
(m−j);

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j), i = 1, n.

(11.3)

Очевидно, что z{q} ≡ −L∗
mn[z]. Отметим также, что в слу-

чае, если определены квазипроизводные (10.3), квазипроизводные

(11.3) определяются однозначно из системы (11.1).

Рассмотрим теперь начальную задачу

L∗
mn[z] = 0, (11.4)

z{k}(x0) = zk0 , k = 0, q−1, (11.5)
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где zk0 , k = 0, q−1, — заданные числа. Ответ на вопрос о разре-

шимости данной задачи дает следующая

Теорема 11.3. При условиях (I)–(III) существует един-

ственное решение z(x) начальной задачи (11.4), (11.5) такое,

что квазипроиводные z{j}(x), j =0,m−1 принадлежат про-

странству AC(I), а квазипроизводные z{m+i}(x), i=0, n−1

— пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов функций

bij(x) имеют скачки, определяемые формулами

∆z{m+i}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆bi+1,m−j(xs)z
(j)(xs), i = 0, n−1. (11.6)

Доказательство. Проведем по схеме доказательства теоре-

мы 10.2. Представляется вероятным, что КДУ (11.4) при помощи

квазипроизводных (11.3) приводится к системе (11.1), посколь-

ку вид (11.2) сопряженного квазидифференциального выражения

L∗
mn[z] получался обратным путем. Действительно, из формул

(11.3) получаем следующие обобщенные равенства:
(
z{j−1})′ = z(j), j = 1,m−1;

(
z{m−1})′ = −a−1

00 (x)z
{m} −

m∑

j=1

a−1
00 (x)a0j(x)z

{m−j};

(
z{m+i−1})′ = −z{m+i} + ai0(x)a

−1
00 (x)z

{m}−

−
m∑

j=1

[
aij(x)−ai0(x)a−1

00 (x)a0j(x)
]
z{m−j}, i = 1, n,

причем в последнем из них z{q}=0 в силу (11.4). Таким образом,

с помощью вектора Z =
(
z{q−1}, z{q−2}, . . . , z

)
⊤

КДУ (11.4) запи-

шем в виде системы (11.1). Начальные же условия (11.5) можно

переписать следующим образом:

Z(x0) = Z0, (11.7)
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где Z0 =
(
zq−1
0 , zq−2

0 , . . . , z0
)

⊤

— заданный вектор начальных зна-

чений. Система (11.1), очевидно, корректна, так как в силу усло-

вия (10.10) имеем
(
∆
[
−C∗(x)

])2
=
([
∆C(x)

]2)∗ ≡ 0. Поэтому

задача (11.1), (11.7) эквивалентна интегральному уравнению

Z(x) = Z0 −
x∫

x0

dC∗(t)Z(t). (11.8)

Отсюда в силу замечания 5.2 сразу же вытекает существование и

единственность ее решения Z(x) из допустимого класса D
q
C(I),

а, следовательно, и решения z(x) начальной задачи (11.4), (11.5).

Для доказательства второй части теоремы используем условие

скачка решения интегрального уравнения (11.8) в точке xs ∈ I :

∆Z(xs) = −∆C∗(xs)Z(xs), (11.9)

а также структуру (10.9) матрицы скачков ∆C(x). Тогда

∆z{j}(xs) = 0 для любого j = 0,m−1, т. е. решение z(x) и

его квазипроизводные z{j}(x) до (m−1) -го порядка включитель-

но по крайней мере непрерывны.

Поскольку в силу (11.8) и (11.3) справедливы равенства

z{j}(x) = zj0 +

x∫

x0

z(j+1)(t)dt, j = 0,m−1,

где интеграл понимается в смысле Лебега, то квазипроизвод-

ные z{j}(x) при j =0,m−1 являются абсолютно непрерывными

на I. Кроме этого, Z(x) ∈ D
q
C(I), поэтому квазипроизводные

z{m+i}(x), i=0, n−1, принадлежат BV +
loc(I). Равенства (11.6)

вытекают из (11.9), структуры матрицы ∆C(x) и того факта, что

согласно (11.3) квазипроизводные (в смысле сопряженного урав-

нения) до (m−1) -го порядка включительно совпадают с обычны-

ми производными. �
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В завершение, проиллюстрируем теоремы 10.2 и 11.3 на при-

мере КДУ второго порядка

L11[y] ≡ −
(
a00(x)y

′)′+a01(x)y′−
(
a10(x)y

)′
+a11(x)y = 0, (11.10)

где функция a−1
00 (x) — локально ограничена и измерима на ин-

тервале I , a10, a01 ∈ L2(I), a11(x) = α′
11(x), α11 ∈ BV +

loc(I).

Здесь m = n = 1, поэтому в силу формул (10.3) квазипроиз-

водные определяются следующим образом:

y[0]
def
= y, y[1] = a00(x)y

′ + a10(x)y,

y[2] = −
(
y[1]
)′
+ a01(x)y

′ + a11(x)y,

причем, действительно, y[2] ≡ L11[y].

Эквивалентная дифференциальная система первого порядка

 y

y[1]




′

=


 −a−1

00 a10 a−1
00

a11 − a01a
−1
00 a10 a01a

−1
00




 y

y[1]


 (11.11)

является системой вида (10.7). Решение этой системы, удовлетво-

ряющее начальному условию
(
y(x0), y

[1](x0)
)
⊤

=
(
y0, y

1
0

)
⊤

, явля-

ется решением векторного интегрального уравнения вида (10.11),

точнее, решением следующей системы интегральных уравнений

типа Вольтерры-Стилтьеса:

y(x) = y0 −
∫ x

x0

a10(t)

a00(t)
y(t)dt +

∫ x

x0

1

a00(t)
y[1](t)dt;

y[1](x) = y10 −
∫ x

x0

a01(t)a10(t)

a00(t)
y(t)dt+

+

∫ x

x0

a01(t)

a00(t)
y[1](t)dt +

∫ x

x0

y(t)dα11(t).

(11.12)



96 Глава 2. Основы концепции квазипроизводных

Скачок решения в произвольной точке xs ∈ I определяется ра-

венством
 ∆y(xs)

∆y[1](xs)


 =


 0 0

∆α11(xs) 0




 y(xs)

y[1](xs)


. (11.13)

Отсюда ∆y(xs) = 0 ∀ xs ∈ I, поэтому функция y(x) по крайней

мере непрерывна. Но с первого уравнения системы (11.12), если

учесть вид квазипроизводной y[1](x), следует, что

y(x) = y0 +

x∫

x0

y′(t)dt.

Это значит, что функция y(x) восстанавливается по своей про-

изводной и, таким образом, является локально абсолютно непре-

рывной на интервале I.

Второе же уравнение этой системы можно записать в виде

y[1](x) = y10 +

x∫

x0

a01(t)y
′(t)dt +

x∫

x0

y(t)dα11(t),

откуда следует, что первая квазипроизводная y[1] принадлежит

BV +
loc(I). Ее же скачок в точке xs ∈ I в силу (11.13) вычисляется

по формуле

∆y[1](xs) = ∆α11(xs) y(xs).

Сопряженная с (11.11) система имеет вид

z

{1}

z




′

=


a10a

−1
00 a10(x)a

−1
00 a01 − a11

−a−1
00 −a−1

00 a01




z

{1}

z


. (11.14)

Второе уравнение

z′ = −a−1
00 (x)z

{1} − a−1
00 (x)a01(x)z
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этой системы дает выражение для первой квазипроизводной

z{1} = −a00(x)z′ − a01(x)z,

которое, очевидно, совпадает с выражением (11.3) для m = 1.

Подставив его вместо z{1} в первое уравнение
(
z{1}

)′
= a10(x)a

−1
00 (x)z

{1} +
[
a10(x)a

−1
00 (x)a01(x)− a11(x)

]
z

системы (11.14), имеем
(
−a00(x)z′ − a01(x)z

)′
= −a10(x)z′ − a11(x)z

и, следовательно, сопряженное с (11.10) КДУ

−
(
a00(x)z

′)′ + a10(x)z
′ −
(
a01(x)z

)′
+ a11(x)z = 0

является частным случаем (при m = n = 1 ) уравнения (11.2).

Рассуждая, как и выше, видим, что скачок решения систе-

мы (11.14) в точке xs ∈ I определяется равенством

∆z{1}(xs)

∆z(xs)


 =


0 −∆b̄11(xs)

0 0




z

{1}(xs)

z(xs)


.

Следовательно, ∆z{1}(xs) = − ∆b̄11(xs)z(xs), а ∆z(xs) = 0, при-

чем так же, как и прежде для решения y(x), можно показать,

что, на самом деле, z ∈ AC(I).



98 Глава 2. Основы концепции квазипроизводных

§ 12. Линейная теория обобщенных

квазидифференциальных уравнений

На основе полученных выше результатов теперь можно строить

линейную теорию однородных КДУ с мерами аналогично тому,

как это делается, например, для определенных классов КДУ с

суммируемыми коэффициентами.

Пусть функции ϕk(x), k = 1, q, и ψl(x), l = 1, q, являются

решениями исходного

Lmn[y] = 0 (12.1)

и сопряженного

L∗
mn[z] = 0 (12.2)

КДУ соответственно. Составим матрицы-функции

Φ(x) =




ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕq(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

q (x)

... ... . . . ...

ϕ
[q−1]
1 (x) ϕ

[q−1]
2 (x) · · · ϕ[q−1]

q (x)




и

Ψ(x) =




ψ1(x) ψ2(x) · · · ψq(x)

ψ
{1}
1 (x) ψ

{1}
2 (x) · · · ψ{1}

q (x)

... ... . . . ...

ψ
{q−1}
1 (x) ψ

{q−1}
2 (x) · · · ψ{q−1}

q (x)




Определители

W (x) ≡ W [ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕq(x)] = det Φ(x)

и

V (x) ≡ V [ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψq(x)] = det Ψ(x)
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назовем квазивронскианами 1) решений ϕk(x) и ψl(x) соответ-

ственно.

Имеют место следующие аналоги формул Лиувилля–Остро-

градского–Якоби2).

Теорема 12.1. Для любой точки x0 ∈ I квазивронскианы

W (x) и V (x) вычисляются по формулам

W (x) = W (x0) exp

{ x∫

x0

a01(t)−a10(t)

a00(t)
dt

}
, (12.3)

V (x) = V (x0) exp

{ x∫

x0

a01(t)−a10(t)

a00(t)
dt

}
. (12.4)

Доказательство. Понятно, что Φ(x) удовлетворяет матрично-

му дифференциальному уравнению

Φ′(x) = C ′(x)Φ(x), (12.5)

где матрица C ′(x) определена в явном виде на с. 90. Это урав-

нение в свою очередь эквивалентно матричному интегральному

уравнению

Φ(x) = Φ(x0) +

x∫

x0

dC(t)Φ(t).

1) ВРОНСКИЙ (ГЁНЕ-ВРОНСКИЙ) Юзеф Мария (HOENE-WROŃSKI Józef Maria,
1776–1853) — польский математик и философ, профессиональный военный.

2) ОСТРОГРАДСКИЙ Михаил Васильевич (1801–1861) — украинский и рос-
сийский математик, один из основателей Петербургской математической школы,
академик Петербургской АН (1830).

ЯКОБИ Карл Густав Якоб (JACOBI Carl Gustav Jacob, 1804–1851) — немец-
кий математик, профессор Кенигсбергского университета, иностранный почет-
ный член Петербургской АН (1833), член Лондонского королевского общества
(1833), Берлинской АН (1836), Парижской АН(1846).



100 Глава 2. Основы концепции квазипроизводных

Пусть B(x, s) — фундаментальная матрица системы (12.5). То-

гда произвольное ее решение с начальным значением Φ(x0) пред-

ставимо в виде Φ(x) = B(x, x0)Φ(x0). Следовательно, согласно

результатам работы [154]

W (x) = W (x0) detB(x, x0) =

= W (x0) · exp
{ x∫

x0

tr
[
dCc(t)

]}
·
∏

s

det
[
Eq + ∆C(xs)

]
,

где Cc(x) — непрерывная составляющая матрицы-функции C(x).

Из структуры (10.9) матрицы ∆C(x) следует, что для произволь-

ной точки разрыва xs ∈ I матрицы Eq+∆C(xs) имеют треуголь-

ный вид с единицами на главной диагонали. Поэтому
∏

s

det
[
Eq +∆C(xs)

]
= 1.

Кроме того, tr
[
C ′(x)

]
= a01(x)a

−1
00 (x) − a−1

00 a10(x). Посколь-

ку a−1
00 (x) — локально ограничена и измерима на I функция,

a01, a10 ∈ L2(I), то tr
[
C ′(x)

]
∈ L(I), и мы получаем формулу

(12.3). Доказательство формулы (12.4) аналогично. �

Следствие 12.2. Если tr
[
C ′(x)

]
= tr

[
C ′(x)

]∗
, то

W (x)V (x) = const ∀x ∈ I.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12.3. Решения ϕk(x), k = 1, q, КДУ (12.1) бу-

дем называть линейно независимыми , если равенство
q∑

k=1

ckϕk(x) = 0

при некоторых постоянных ck имеет место только тогда, когда

ck =0 для всех k=1, q, и линенйно зависимыми, если хотя бы

одна из постоянных ck отлична от нуля.



§ 12. Линейная теория обобщенных КДУ 101

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12.4. Произвольную линейно независимую си-

стему решений ϕk(x), k=1, q, КДУ (12.1) называем фундамен-

тальной системой решений (ФСР) этого уравнения.

Понятно, что для построения ФСР уравнения (12.1) достаточно

решить q "задач Коши" с начальными условиями ϕ
[i−1]
j (x0) =

cij, i, j = 1, q, где числа cij выбраны так, что det{cij} 6= 0.

Теорема 12.5. Если решения ϕk(x), k=1, q, КДУ (12.1)

линейно зависимы, то квазивронскиан W (x) этих решений

тождественно равен нулю на интервале I. Наоборот, ес-

ли W (x) = 0 хотя бы в одной точке x0 ∈ I, то решения

ϕk(x), k=1, q, КДУ (12.1) линейно зависимы.

Доказательство. Если решения ϕk(x), k=1, q, уравне-

ния (12.1) линейно зависимы, то среди чисел ck найдется хотя

бы одно отличное от нуля такое, что
q∑

k=1

ckϕk(x) = 0

для любого x ∈ I. Взяв квазипроизводные от обеих частей этого

равенства, приходим к однородной системе линейных алгебраи-

ческих уравнений относительно неизвестных ck :
q∑

k=1

ckϕ
[i−1]
k (x) = 0, i = 1, q. (12.6)

Поскольку система (12.6) имеет нетривиальное решение (пото-

му что не все постоянные ck равны нулю), то ее определитель

W (x) ≡ 0 на I.

Наоборот, пусть W (x0) = 0 в какой-нибудь точке x0∈ I. Тогда

при x=x0 существует нетривиальное решение алгебраической

системы (12.6), причем функция

y(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + . . . + cqϕq(x)
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есть решение КДУ (12.1), удовлетворяющее начальным условиям

y[i−1](x0) = 0, i = 1, q.

Поскольку КДУ (12.1) является однородным, то в силу теоре-

мы существования и единственности такое решение тождествен-

но равно нулю, т. е.
q∑

k=1

ckϕk(x) ≡ 0.

Если принять во внимание, что среди чисел ck существует хотя

бы одно отличное от нуля (поскольку решение системы (12.6)

при x=x0 нетривиально), то согласно определению 12.3 решения

ϕk(x), k = 1, q, линейно зависимы. �

Следствие 12.6. Если W (x) 6=0 хотя бы в одной точке

x0 ∈ I, то решения ϕk(x), k=1, q, квазидифференциального

уравнения (12.1) образуют ФСР.

Следствие 12.7. Общее решение КДУ (12.1) является линей-

ной комбинацией решений ϕk(x), k=1, q, произвольной фикси-

рованной ФСР:

y(x) =
q∑

k=1

ckϕk(x), ck = const .

Понятно, что все сказанное после следствия 12.2 естественным

образом распространяется на случай сопряженного КДУ (12.2)

с той лишь разницей, что вместо квазипроизводных ϕ[·](x) и

квазивронскиана W (x) будут фигурировать ψ{·}(x) и V (x).
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§ 13. Структура фундаментальной матрицы

квазидифференциального уравнения с мерами

Приведенные в настоящем параграфе результаты не требуют кон-
кретного вида КДУ и в этом плане есть следствием общих по-
ложений концепции квазипроизводных. Более того, полученная
далее структура фундаментальной матрицы абстрактного КДУ,
убеждает в том, что такая концепция — в самой природе обык-
новенных дифференциальных уравнений.

Пусть
ln
[
y(x)

]
= 0 (13.1)

корректное КДУ порядка n, приводящееся к линейной дифферен-
циальной системе первого порядка

Y ′(x) = C ′(x)Y (x),
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I, (13.2)

где Y =
(
y, y[1], . . . , y[n−1]

)⊤
— неизвестная вектор-функция,

y[i](x), i=0, n−1, — некоторым образом введенные квазипро-
изводные.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13.1. Матрицу-функцию B(x, s), которая по пе-
ременной x удовлетворяет системе (13.2) и в точке x= s ∈ I на-
чальному условию B(s, s) =En, будем называть фундаменталь-
ной матрицей , соответствующей КДУ (13.1).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13.2. Функцией Коши КДУ (13.1) называем
функцию K(x, s), которая по переменной x является решением
этого уравнения и в точке x= s ∈ I удовлетворяет начальным
условиям

K [i](s, s) = 0, i = 0, n−2, K [n−1](s, s) = 1. (13.3)

Пусть также
l∗n[z(x)] = 0 (13.4)

сопряженное КДУ, а z{j}(x), j = 0, n−1, — квазипроизводные
функции z(x) в смысле сопряженного уравнения.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13.3. Для достаточно гладкой комплекснознач-
ной функции f(x, s), определенной на декартовом произведении
I × I, выражение f [i]{j}(x, s) называем смешанной квазипроиз-
водной (i + j) -го порядка , если сначала берется квазипроизвод-
ная порядка i по (первому аргументу) x в смысле исходного
КДУ (13.1), а затем от полученного результата — квазипроизвод-
ная порядка j по (второму аргументу) s в смысле сопряженного
уравнения (13.4).

Следующая теорема отражает тот факт, что для функции Ко-
ши K(x, s) результат смешанного квазидифференцирования не
зависит от порядка его выполнения.

Лемма 13.4. Если K(x, s) — функция Коши КДУ (13.1), то

K [i]{j}(x, s) = K{j}[i](x, s). (13.5)

Доказательство. Согласно определению 13.2 функция
K(x, s) является решением КДУ (13.1), поэтому имеет место
представление

K(x, s) =
n∑

k=1

ck(s)ϕk(x), (13.6)

где ϕk(x), k = 1, n, — некоторая ФСР уравнения (13.1), а ck(s)

— постоянные по переменной x функции, однозначно опреде-
ляющиеся при фиксированном s начальными условиями (13.3).
Учитывая линейность операции вычисления квазипроизводной и
выражение (13.6), имеем

K [i]{j}(x, s) =

(
n∑

k=1

ck(s)ϕ
[i]
k (x)

){j}

=
n∑

k=1

c
{j}
k (s)ϕ

[i]
k (x) =

=

(
n∑

k=1

c
{j}
k (s)ϕk(x)

)[i]

= K{j}[i](x, s).

�
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Теорема 13.5. Фундаментальная матрица B(x, s), соот-

ветствующая КДУ (13.1), имеет следующую структуру:

B(x, s)=




K{n−1}(x, s) · · · K{1}(x, s) K(x, s)

K{n−1}[1](x, s) · · · K{1}[1](x, s) K [1](x, s)

... . . . ...
...

K{n−1}[n−1](x, s) · · · K{1}[n−1](x, s) K [n−1](x, s)




(13.7)

Доказательство. Обозначим элементы матрицы B(x, s) че-

рез βij(x, s), i, j =1, n. Понятно, что в силу определений 13.1 и

13.2 элементами последнего ее столбца есть функция Коши и ее

последовательные квазипроизводные до (n−1) -го порядка вклю-

чительно в смысле КДУ (13.1), т. е. βin=K [i−1](x, s), i=1, n.

Следовательно, имеем

B(x, s) =




β11(x, s) β12(x, s) · · · β1,n−1(x, s) K(x, s)

β21(x, s) β22(x, s) · · · β2,n−1(x, s) K [1](x, s)

... ... . . . ... ...

βn1(x, s) βn2(x, s) · · · βn,n−1(x, s) K
[n−1](x, s)




.

Если далее учесть коммутативность операций комплексного со-

пряжения и квазидифференцирования, то получим

B∗(x, s) =




β11(x, s) β21(x, s) · · · βn1(x, s)

β12(x, s) β22(x, s) · · · βn2(x, s)

... ... . . . ...

β1,n−1(x, s) β2,n−1(x, s) · · · βn,n−1(x, s)

K(x, s) K
[1]
(x, s) · · · K [n−1]

(x, s)




.

Но в силу замечания 5.2 матрица B∗(x, s) по переменной s
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является решением сопряженной системы



z{n−1}
...
z{1}

z




′

= −
(
C ′(s)

)∗ ·




z{n−1}
...
z{1}

z


,

а это значит, что все строки этой матрицы (точнее, их элемен-

ты), начиная с предпоследней, являются последовательными ква-

зипроизводными последней строки по s в смысле сопряженного

уравнения (13.4). Поэтому

B∗(x, s)=




K
{n−1}

(x, s)K
[1]{n−1}

(x, s) · · ·K [n−1]{n−1}
(x, s)

K
{n−2}

(x, s)K
[1]{n−2}

(x, s) · · ·K [n−1]{n−2}
(x, s)

... ... . . . ...

K
{1}
(x, s) K

[1]{1}
(x, s) · · · K [n−1]{1}

(x, s)

K(x, s) K
[1]
(x, s) · · · K

[n−1]
(x, s)




(13.8)

Выполняя повторно операцию сопряжения и учитывая равенство

(13.5), получаем формулу (13.7). �

Следствие 13.6. Если B̃(x, s) — фундаментальная матри-

ца, соответствующая сопряженному КДУ (13.4), то

B̃(x, s) ≡
(
B−1(x, s)

)∗
= B∗(s, x) =

=




K
{n−1}

(s, x) K
[1]{n−1}

(s, x) · · · K [n−1]{n−1}
(s, x)

...
... . . . ...

K
{1}
(s, x) K

[1]{1}
(s, x) · · · K

[n−1]{1}
(s, x)

K(s, x) K
[1]
(s, x) · · · K

[n−1]
(s, x)



,

если при этом воспользоваться (13.8).
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Последний результат позволяет установить тесную связь меж-

ду решениями исходного и сопряженного КДУ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13.7. Функцией Коши сопряженного КДУ

(13.4) называем функцию K̃(x, s), которая по переменной x

удовлетворяет этому уравнению и в точке x = s начальным

условиям

K̃{j}
x (s, s) = 0 (j = 0, n−2), K̃{n−1}

x (s, s) = 1.

(здесь индекс x указывает на то, что квазипроизводная в смысле

сопряженного уравнения берется по переменной x ).

Из структуры матрицы-функции B̃(x, s) сразу же следует, что

K̃(x, s) ≡K(s, x).

Следствие 13.8. Функции K{j}(x, s), j = 0, n−1, образуют

нормальную в точке x = s фундаментальную систему реше-

ний КДУ (13.1).

Следствие 13.9. Функция K(s, x) и ее последовательные

квазипроизводные K
[i]
(s, x), i = 1, n−1, по переменной s в

смысле исходного уравнения (13.1) образуют нормальную в

точке x = s фундаментальную систему решений сопряжен-

ного КДУ (13.4).
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§ 14. Конструкция элементов фундаментальной матрицы

В предыдущем параграфе для произвольного абстрактного КДУ

мы получили с помощью одной лишь функции Коши K(x, s) и ее

смешанных квазипризводных в смысле исходного и сопряженно-

го уравнений структуру нормальной при x= s фундаментальной

матрицы B(x, s), соответствующей этому уравнению. Однако,

при исследовании задач как прикладного, так и теоретического

характера не менее важно знать также конструкцию элементов

этой матрицы, т. е. уметь строить функцию Коши и ее смешан-

ные квазипроизводные. Способ их построения из ФСР как раз и

является предметом рассмотрения настоящего параграфа.

Если пользоваться определением (13.2), то для построения

функции Коши K(x, s) КДУ (13.1) необходимо решить неод-

нородную систему n линейных алгебраических уравнений




n∑
k=1

ckϕ
[i]
k (s) = 0, i = 0, n− 2;

n∑
k=1

ckϕ
[n−1]
k (s) = 1,

где ϕk, k = 1, n, — произвольная ФСР уравнения (13.1). Если

это делать, например, методом Крамера3), то необходимо вычис-

лить n+1 определителей n -го порядка, что даже при небольших

n является процедурой достаточно трудоемкой.

Следующая теорема позволяет свести процесс построения

функции Коши (так же ее смешанных квазипроизводных) к вы-

числению всего лишь двух определителей n -го порядка, что го-

раздо упрощает трудоемкость данной процедуры.

3) КРАМЕР Габриэль (CRAMER Gabriel, 1704-1752) — швейцарский математик,
ученик И. Бернулли, профессор Женевской академии.
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Теорема 14.1. Пусть ϕk(x), k=1, n, — произвольная фун-

даментальная система решений КДУ (13.1), a W (x) — ее ква-

зивронскиан, т. е.

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

n (x)
...

... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (x) ϕ

[n−1]
2 (x) · · · ϕ[n−1]

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Тогда функция Коши K(x, s) этого уравнения и ее смешанные

квазипроизводные (i+ j) -го порядка (i, j = 0, n− 1) имеют

вид

K [i]{j}(x, s)=
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
...

... . . . ...

ϕ
[n−j−2]
1 (s) ϕ

[n−j−2]
2 (s) · · · ϕ[n−j−2]

n (s)

ϕ
[i]
1 (x) ϕ

[i]
2 (x) · · · ϕ[i]

n (x)

ϕ
[n−j]
1 (s) ϕ

[n−j]
2 (s) · · · ϕ[n−j]

n (s)
...

... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (s) ϕ

[n−1]
2 (s) · · · ϕ[n−1]

n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (14.1)

где строка
(
ϕ

[i]
1 (x) ϕ

[i]
2 (x) . . . ϕ[i]

n (x)
)

имеет номер n−j (или

j+1, считая снизу).

Доказательство. Пусть

Φ(x) =




ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

n (x)
... ... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (x) ϕ

[n−1]
2 (x) · · · ϕ[n−1]

n (x)




— интегральная матрица дифференциальной системы (13.2),

соответствущая КДУ (13.1). Тогда, как известно [52, c. 271],
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фундаментальная матрица этой системы имеет вид

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s) = Φ(x)
A(s)

W (s)
, (14.2)

где

A(s) =




A11(s) A21(s) · · · An1(s)

A12(s) A22(s) · · · An2(s)
... ... . . . ...

A1n(s) A2n(s) · · · Ann(s)




— матрица, составленная из алгебраических дополнений

Aik(s), i,k=1,n, к элементам ϕ
[i−1]
k (s) интегральной матрицы

Φ(s). Выполняя умножение матриц в правой части равенства

(14.2) и используя структуру (13.7) фундаментальной матрицы,

имеем

K [i]{j}(x, s) =
1

W (s)

n∑

k=1

ϕ
[i]
k (x)An−j,k(s), i, j = 0, n−1.

Выражение справа в последнем равенстве как раз и есть разло-

жение определителя (14.1) по элементам (n− j) -ой строки. �

Из равенства (14.1) следует, что функция Коши КДУ (13.1)

K(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−2]
1 (s) ϕ

[n−2]
2 (s) · · · ϕ[n−2]

n (s)

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (14.3)

Это выражение является "квазидифференциальным" аналогом из-

вестной формулы для функции Коши обыкновенного дифферен-

циального уравнения [46, c. 100].

Из следствия 13.8 и равенства (14.1) выплывает также, что

функции
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K{j}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(s) ϕ2(s) · · · ϕn(s)

ϕ
[1]
1 (s) ϕ

[1]
2 (s) · · · ϕ[1]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−j−2]
1 (s) ϕ

[n−j−2]
2 (s) · · · ϕ[n−j−2]

n (s)

ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕn(x)

ϕ
[n−j]
1 (s) ϕ

[n−j]
2 (s) · · · ϕ[n−j]

n (s)
... ... . . . ...

ϕ
[n−1]
1 (s) ϕ

[n−1]
2 (s) · · · ϕ[n−1]

n (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где j =0, n−1, образуют нормальную в точке x= s фундамен-

тальную систему решений КДУ (13.1).

Пример 14.2. Построим функцию Коши обыкновенного диф-

ференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффи-

циентами

y′′ + py′ + qy = 0. (14.4)

H Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид

λ2 + pλ + q = 0,

а его дискриминант D = p2−4q. Таким образом, рассмотрим три

случая:

1) p2 − 4q < 0. В этом случае характеристическое

уравнение имеет пару комплексно сопряженных корней

λ1,2 = −p
2
∓ i

√
4q−p2

2
, поэтому фундаментальную систему ре-

шений уравнения (14.4) образуют функции

ϕ1(x) = e−
p
2x cos

√
4q−p2
2

x, ϕ2(x) = e−
p
2x sin

√
4q−p2
2

x.

На уравнение (14.4) можно посмотреть как на КДУ, для которого

квазипроизводные являются обычными производными. Следова-

тельно, (квази)вронскиан решений ϕ1(x), ϕ2(x) имеет вид (здесь
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для удобства записи обозначено α ≡ −p/2, β ≡
√
4q − p2/2 )

W (x) = e2αx
∣∣∣∣∣

cosβx sin βx

α cosβx−β sinβx α sinβx+β cosβx

∣∣∣∣∣=βe
2αx.

Тогда по формуле (14.3) имеем

K(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ1(x) ϕ2(x)

∣∣∣∣∣ =

=
1

βe2αs

∣∣∣∣∣
eαs cos βs eαs sin βs

eαx cos βx eαx sin βx

∣∣∣∣∣ =
eα(x−s) sinβ(x−s)

β

или окончательно

K(x, s) =
e−

p
2 (x−s) sin

√
4q−p2

2
(x−s)√

4q−p2

2

. (14.5)

2) p2 − 4q = 0. В этом случае достаточно выполнить гранич-

ный переход при p2 − 4q → 0 в формуле (14.5) и использовать

первый замечательный предел. В результате функция Коши будет

выглядеть так:

K(x, s) = (x−s)e−p
2(x−s).

3) p2 − 4q > 0. Для получения вида функции Коши в этом

случае модифицируем формулу (14.5), используя известное ра-

венство sin ix = i shx. Тогда

K(x, s) =
e−

p
2(x−s) sin i

√
p2−4q

2
(x−s)

i

√
p2−4q

2

=
e−

p
2(x−s) sh

√
p2−4q

2
(x−s)√

p2−4q

2

.

N
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§ 15. Неоднородное квазидифференциальное уравнение

с распределениями

Рассмотрим однородное КДУ

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=

=
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x), (15.1)

коэффициенты aij(x) которого удовлетворяют указанным в §10

предположениям (I)–(III), а правая часть удовлетворяет условию

(IV) fk ∈ BV +
loc(I), k = 0, l.

Прежде всего зададимся целью выяснить, при каком макси-

мальном значении l уравнение (15.1) является корректным. От-

вет на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 15.1. Если l6m− 1, то при условиях (I)–(IV)

КДУ (15.1) корректное, т. е. приводится к корректной обоб-

щенной дифференциальной системе.

Доказательство. Считая, что 0 6 l 6 m−1, введем квази-

производные y[ν](x), ν = 0, q, в смысле КДУ (15.1) следующим

образом:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j]= −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i), j =1,m−l−1;

y[n+j]= −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i)+ f ′

m−j(x), j =m−l,m.

(15.2)
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Заметим, что при этом y[q] ≡ Lmn[y]−
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x).

Как и в доказательстве теоремы 10.2, с помощью вектора

Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)⊤
приведем теперь уже неоднородное КДУ

(15.1) к обобщенной дифференциальной системе первого порядка

Y ′(x) = C ′(x)Y (x) + F ′(x), (15.3)

где матрица-мера C ′(x) та же самая, что и прежде (см. с. 90),

F ′(x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−l−1

, f ′
l (x), f

′
l−1(x), . . . , f

′
0(x)

)
⊤

. (15.4)

Поскольку соответствующая однородная дифференциальная

система (10.7) корректна (так как исполняется условие (10.10)),

то по теореме 7.6 для корректности системы (15.3) достаточно

выполнения условия

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I, (15.5)

которое проверяется непосредственно с учетом структуры (10.9)

матрицы скачков ∆C(x), вектора скачков

∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−l−1

,∆fl(x),∆fl−1(x), . . . ,∆f0(x)
)
⊤

(15.6)

и того факта, что l 6 m−1.

Если теперь попытаться увеличить верхнюю границу для l хо-

тя бы на единицу и положить l=m, то модифицировав для этого

случая квазипроизводные (15.2) по правилу

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i) + f ′

m(x);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i) + f ′

m−j(x), j = 1,m,

(15.7)
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получим систему вида (15.3), где вектор

F ′(x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−a−1
00 (x)f

′
m(x), f

′
m−1(x), . . . , f

′
0(x)

)⊤
.

Тогда вектор скачков ∆F (x) имеет вид

∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−a−1
00 (x)∆fm(x),∆fm−1(x), . . . ,∆f0(x)

)
⊤

и, очевидно, без дополнительных ограничений на функцию fm(x)

или коэффициенты a1j(x), j =1,m, условие корректности (15.5)

выполняться уже не будет. �

Из этой теоремы следует, что порядок старшей производной в

правой части КДУ (15.1) не может превышать числа m. Иначе

(т. е., когда l >m ) для справедливости условия (15.5) необходи-

мо наложить дополнительные ограничения (типа непрерывности)

или на функции fk(x), или на коэффициенты aij(x). Поэтому

квазидифференциальные уравнения вида (10.1) при l > m явля-

ются условно корректными.

Для примера рассмотрим КДУ 3-го порядка

y′′′ +
(
a10(x)y

′)′ − a11(x)y
′ +
(
a20(x)y

)′ − a21(x)y =

= f ′
0(x)− f ′′

1 (x), (15.8)

где ai1(x) = b′i1(x), bi1, fi−1 ∈ BV +
loc(I), ai0 ∈ L(I), i = 1, 2.

Перепишем уравнение (15.8) в виде
(
y′′+a10(x)y

′+a20(x)y+f
′
1(x)

)′−
(
a11(x)y

′+a21(x)y+f
′
0(x)

)
= 0.

Отсюда видно, что квазипроизводные целесообразно ввести сле-

дующим образом (см. также (15.7)):

y[1] = y′, y[2] = y′′ + a10(x)y
′ + a20(x)y + f ′

1(x).
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С их помощью уравнение (15.8) запишем в виде обобщенной диф-

ференциальной системы первого порядка



y

y[1]

y[2]




′

=




0 1 0

−a20(x) −a10(x) 1

a21(x) a11(x) 0







y

y[1]

y[2]


 +




0

f ′
1(x)

f ′
0(x)


.

Далее в силу наложенных на коэффициенты требований имеем

∆C(x) =




0 0 0

0 0 0

∆b21(x) ∆b11(x) 0


, ∆F (x) =




0

∆f1(x)

∆f0(x)


.

Следовательно, условие (10.10) имеет место, а условие (15.5) вы-

полняется, если и только если ∆b11(x) ·∆f1(x) = 0 ∀ x ∈ I,

т. е., когда по крайней мере одна из двух функций b11(x) и f1(x)

непрерывна.

Начальную задачу для уравнения (15.1) нужно ставить в тер-

минах квазипроизводных (15.2):

y[ν](x0) = yν0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I, (15.9)

где yν0 , ν = 0, q−1, — заданные числа.

Теорема 15.2. При условиях (I)–(IV) для любого 06 l6m− 1

существует единственное решение начальной задачи (15.1),

(15.9), представимое в виде

y(x) =
q−1∑

ν=0

K{ν}(x, x0)y
q−ν−1
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K{k}(x, s)dfk(s) (15.10)

где K(x, s) — функция Коши однородного КДУ Lmn[y] = 0,

и такое, что квазипроизводные y[i](x), i = 0, n−1, принад-

лежат пространству AC(I), а квазипроизводные y[n+j−1](x),

j =1,m, — пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов
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функций bij(x) и fk(x) имеют скачки, определяемые формула-

ми

∆y[n+j−1](xs) =
n−1∑

i=0

∆bn−i,j(xs)y
(i)(xs), j = 1,m−l−1,

∆y[n+j−1](xs) =
n−1∑

i=0

∆bn−i,j(xs)y
(i)(xs)+∆fm−j(xs), j=m−l,m.

(15.11)

Доказательство. Начальная задача (15.1), (15.9) эквивалент-

на начальной задаче для неоднородной обобщенной дифферен-

циальной системы первого порядка (15.3) с начальным услови-

ем Y (x0) =Y0, где Y0=
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

— заданный вектор

начальных значений. При условиях (10.10) и (15.5) последняя

задача в свою очередь эквивалентна (см. §7) неоднородному ин-

тегральному уравнению

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0), (15.12)

решение которого по теореме 4.1 (с учетом при этом усло-

вия (15.5)) единственным образом представимо в виде

Y (x) = B(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B(x, s)dF (s), (15.13)

где B(x, s) — фундаментальная матрица, соответствующая КДУ

Lmn[y] = 0.

Если учесть структуру (13.7) фундаментальной матрицы, вид

(15.4) вектора F (x), а также следствие 13.8, то равенство (15.13)

для первой координаты y(x) вектора Y (x) совпадает с (15.10).



118 Глава 2. Основы концепции квазипроизводных

Попутно заметим, что равенство (15.13) для остальных коорди-

нат вектора Y (x) дает представления для квазипроизводных ре-

шения (15.10).

Поскольку, кроме того,

∆Y (xs) = ∆C(xs)Y (xs) + ∆F (xs), (15.14)

то, используя (10.9) и (15.6), после покоординатной записи мат-

ричного равенства (15.14) приходим к условиям скачков (15.11)

и условиям непрерывности квазипроизводных y[i](x) для i =

0, n− 1.

Наконец, в силу (15.12), (15.4) и (15.2) для l (06 l6m− 1)

справедливы равенства

y[i](x) = yi0 +

x∫

x0

y(i+1)(t)dt, i=0, n−1,

где интеграл понимается в смысле Лебега, и, таким образом,

квазипроизводные y[i](x), i=0, n−1, являются абсолютно непре-

рывными на интервале I функциями. �

Важным с прикладной точки зрения является однородное КДУ

Lmn[y] = (−1)k+1δ(k+1)(x− x0), 0 6 k 6 m−1, (15.15)

где δ(k+1)(x− x0) — обобщенная производная порядка (k + 1) от

δ -функции Дирака с носителем в точке x0 ∈ I.

Теорема 15.3. При условиях (I)–(III) на коэффициенты ре-

шение КДУ (15.15), удовлетворяющее нулевым начальным

условиям, имеет вид

y(x) = K{k}(x, x0)H(x−x0). (15.16)

где H(x− x0) — смещенная функция Хевисайда.
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Доказательство. В рассматриваемом случае вектор-функция

F (x), фигурирующая в обобщенной дифференциальной систе-

ме (15.3), имеет вид

F (x) =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

q−k−1

, H(x−x0), 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

)
⊤

.

Поскольку при Y0 = 0 решение (15.13) этой системы

Y (x) =

x∫

x0

B(x, s)dF (s) =

=

x∫

x0




K{q−1}(x, s) · · ·K{k}(x, s)· · · K(x, s)
... . . . ...

K [q−1]{q−1}(x, s) . . . K [q−1](x, s)







dc1...
dH(s−x0)...

dcq


,

то первая координата y(x) вектора Y (x) имеет вид

y(x) =

x∫

x0

K{k}(x, s)dH(s−x0) ≡ K{k}(x, x0)H(x−x0),

что и доказывает теорему. �

По аналогии доказываются два следующих утверждения, дока-

зательства которых мы оставляем читателю.

Теорема 15.4. При условиях (I)–(III) неоднородное КДУ

L∗
mn[z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
aij(x)z

(m−j)
)(n−i)

=

=
l∑

k=0

(−1)k+1g
(k+1)
k (x), (15.17)

где gk ∈BV +
loc(I), k=0, l, корректно, если l6n−1.
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Теорема 15.5. При условиях (I)–(III) для любого 06 l6n−1

существует единственное решение КДУ (15.17), удовлетворя-

ющее начальным условиям

z{ν}(x0) = zν0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I,

где zν0 , ν = 0, q−1, — заданные числа.

Это решение представимо в виде

z(x) =
q−1∑

ν=0

K
[ν]
(x0, x)z

q−ν−1
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K
[k]
(s, x)dgk(s),

причем квазипроизводные z{j}(x), j =0,m−1, принадле-

жат пространству AC(I), а квазипроизводные z{m+i−1}(x),

i=1, n, — пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов

функций bij(x) и gk(x) имеют скачки, определяемые формула-

ми

∆z{m+i−1}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆b̄i,m−j(xs)z
(j)(xs), i = 1, n−l−1,

∆z{m+i−1}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆b̄i,m−j(xs)z
(j)(xs) +∆gn−i(xs),

i=n−l, n.
Отметим лишь, что квазипроизводные z{ν}(x), ν = 0, q, в слу-

чае КДУ (15.17) целесообразно вводить следующим образом:

z{j} = z(j), j = 0,m−1; z{m} = −
m∑

j=0

a0j(x)z
(m−j);

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j), i = 1, n−l−1;

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j) + g′n−i(x), i = n−l, n.
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§ 16. Обобщенное обыкновенное дифференциальное

уравнение

Для математиков интересным (как с теоретической, так и с прак-

тической точек зрения) является обыкновенное дифференциаль-

ное выражение

Ln[y] ≡ y(n) −
n∑

i=1

ai(x)y
(n−i), n = 1, 2, . . . (16.1)

с обобщенными коэффициентами

ai(x) = b′i(x), bi ∈ BV +
loc(I), i = 1, n.

На первый взгляд кажется, что дифференциальное выражение

Ln[y] является частным случаем квазидифференциального выра-

жения Lmn[y] вида (10.1), если в последнем положить m = 0,

a00(x) ≡ 1, ai0(x) ≡ −ai(x) ∀ i = 1, n. Однако, в таком част-

ном случае мы бы получили дифференциальное выражение с

суммируемыми4) по Лебегу коэффициентами, в то время, как

в дифференциальном выражении (16.1) условия на коэффици-

енты существенно ослаблены. Тем не менее, результаты §§ 10–15

легко адаптировать для случая дифференциального выражения

(16.1), принимая во внимание, что в силу (10.3) квазипроизвод-

ные y[i](x), i = 0, n−1, дифференциального выражения Ln[y]

совпадают с обычными производными y(i)(x).

Прежде всего выясним, какое дополнительное ограничение

нужно наложить на функцию b1(x), чтобы дифференциальное

уравнение

Ln[y] = 0 (16.2)

было корректным.

4) Из структуры матрицы C ′(x) (см. с. 90) видно, что за счет гладкости функ-
ции a00 ≡ 1 условие (II) можно заменить условием ai0 ∈ L(I), i=1, n.
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Теорема 16.1. Для корректности дифференциального урав-

нения (16.2) необходимо и достаточно выполнения равенства

∆b1(x) = 0 ∀ x ∈ I. (16.3)

Доказательство достаточности. Уравнение (16.2) обычным

образом приводится к эквивалентной обобщенной дифференци-

альной системе первого порядка



y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




′

=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

an(x) an−1(x) an−2(x) · · · a1(x)







y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)



.

(16.4)

Матрица скачков для этой системы имеет вид

∆C(x) =




0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 0

∆bn(x) ∆bn−1(x) ∆bn−2(x) · · · ∆b1(x)




(16.5)

и, очевидно, при выполнении условия (16.3) удовлетворяет равен-

ству [
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I, (16.6)

т. е. является корректной (вместе с уравнением (16.2)).

Доказательство необходимости. Наоборот, из условия (16.6)

в соответствии со структурой (16.5) матрицы скачков ∆C(x) сле-

дуют равенства

∆b1(x)∆bi(x) = 0 ∀ i = 1, n, ∀ x ∈ I, (16.7)

откуда с необходимостью ∆b1(x) ≡ 0 на I. �
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Из этой теоремы следует, что мера a1(x) не должна содер-

жать дискретной компоненты, игаче говоря, b1(x) — непрерыв-

ная функция локально ограниченной на I вариации. Всюду далее

условие (16.3) считаем выполненным.

Для дифференциального уравнения (16.2) имеет смысл задача

Коши, поставленная в точке x0 ∈ I в терминах обычных произ-

водных:

y(i)(x0) = yi0, yi0 ∈ R, i = 0, n−1, (16.8)

Теорема 16.2. При условии (16.3) существует единственное

решение y(x) задачи Коши (16.2), (16.8) такое, что производ-

ные y(i)(x), i = 0, n−2, принадлежат пространству AC(I),

а производная y(n−1)(x) — пространству BV +
loc(I) и в точках

xs ∈ I разрывов функций bi(x), i = 2, n, имеет скачки, опре-

деляемые формулой

∆y(n−1)(xs) =
n−2∑

i=0

∆bn−i(xs)y
(i)(xs).

Доказательство этого утверждения практически идентично до-

казательству теоремы 10.2, поэтому мы его не приводим.

Для получения вида сопряженного с (16.2) уравнения, по-

прежнему (см. §§ 9, 11), сначала построим сопряженную с (16.4)

обобщенную дифференциальную систему первого порядка:



z{n−1}

z{n−2}

z{n−3}

...

z{1}

z




′

= −




0 0 · · · 0 0 an(x)

1 0 · · · 0 0 an−1(x)

0 1 · · · 0 0 an−2(x)
... ... . . . ... ... ...

0 0 · · · 1 0 a2(x)

0 0 · · · 0 1 a1(x)







z{n−1}

z{n−2}

z{n−3}

...

z{1}

z




. (16.9)
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Покоординатная запись приводит к следуещей системе обобщен-

ных равенств:

z′ = −z{1} − a1(x)z
(
z{1}

)′
= −z{2} − a2(x)z

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(
z{n−2})′ = −z{n−1} − an−1(x)z
(
z{n−1})′ = −an(x)z

, (16.10)

откуда получаем выражения для квазипроизводных z{i}(x),

i=1, n−1, в смысле сопряженного уравнения
(
z{0}

def
= z

)
:

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z, i = 1, n− 1. (16.11)

Последнее равенство в (16.10)
(
z{n−1})′ + an(x)z = 0,

записанное в развернутом виде

L∗
n[z] ≡ (−1)nz(n) −

n∑

i=1

(−1)n−i
(
ai(x)z

)(n−i)
= 0, (16.12)

как раз и является сопряженным с (16.2) КДУ.

Попутно заметим, что в отличие от квазипроизводных

y[i] = y(i), i=0, n−1, в смысле исходного уравнения (16.2), ква-

зипроизводные z{i}, i=0, n−1, в смысле сопряженного урав-

нения (16.12), очевидно, не равны z(i). Кроме того, положив в

КДУ (11.2) m=0, a00≡1, ai0≡ − ai, i=1, n, получим уравне-

ние с суммируемыми по Лебегу коэффициентами, которое, как

мы видим, лишь формально совпадает с КДУ (16.12).

Если к уравнению (16.12) присоединить начальные условия

z{i}(x0) = zi0, i = 0,n−1, (16.13)

где zi0 — заданные числа, то имеет место аналог теоремы 11.3.
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Теорема 16.3. При условии (16.3) существует единственное

решение z(x) начальной задачи (16.12), (16.13), которое явля-

ется непрерывной на интервале I функцией локально ограни-

ченной вариации, а его квазипроизводные z{i}(x), i = 1, n−1,

принадлежат пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов

функций bi(x), i = 2, n, имеют скачки, определяемые форму-

лами

∆z{i}(xs) = −∆b̄i+1(xs)z(xs), i = 1, n−1.

ЗАМЕЧАНИЕ 16.4. Для дифференциального уравнения (16.2) с

суммируемыми по Лебегу коэффициентами выражения (16.11)

для квазипроизводных z{i}(x), фактически, встречаются в [52,

c. 277], где показано также связь сопряженного уравнения с со-

пряженной системой первого порядка.

ЗАМЕЧАНИЕ 16.5. Если b1∈AC(I) (т. е. функция a1(x) ло-

кально суммируемая по Лебегу), то решение сопряженного КДУ

z ∈AC(I). В общем случае (когда a1(x) содержит сингулярную

составляющую) решение z(x) является лишь непрерывной функ-

цией локально ограниченной на I вариации.

Пусть detW (x) — (квази)вронскиан дифференциального урав-

нения (16.2), а detV (x) — (квази)вронскиан сопряженного урав-

нения (16.12). Из структуры матрицы C ′(x) дифференциальной

системы (16.4) видим, что

trC ′(x) = a1(x), tr
(
−C∗′(x)

)
= −a1(x),

det
[
En + ∆C(xs)

]
= det

[
En −∆C∗(xs)

]
≡ 1 ∀ xs ∈ I,

поэтому, аналоги формул Лиувилля–Остроградского–Якоби

(12.3) и (12.4) в этом случае имеют вид
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detW (x) = detW (x0) · exp
{ x∫

x0

db1(x)

}
,

det V (x) = detV (x0) · exp
{
−

x∫

x0

db̄1(x)

}
.

Далее, пусть K(x, s) — классическая функция Коши диффе-

ренциального уравнения (16.2). Согласно результатам §12, ко-

торые имеют место для корректного КДУ произвольного вида,

справедливы следующие теоремы.

Теорема 16.6. Фундаментальная матрица B(x, s), соот-

ветствующая дифференциальному уравнению (16.2), имеет

следующую структуру:

B(x, s) =




K{n−1}(x, s) · · · K{1}(x, s) K(x, s)

K(1){n−1}(x, s) · · · K(1){1}(x, s) K(1)(x, s)
... . . . ...

...

K(n−1){n−1}(x, s) · · ·K(n−1){1}(x, s)K(n−1)(x, s)



,

где квазипроизводные в смысле сопряженного КДУ (16.12)

определяются выражениями (16.11).

Следствие 16.7. Функция Коши K(x, s) и ее последователь-

ные квазипроизводные до (n−1) -го порядка включительно в

смысле сопряженного уравнения (16.12) образуют нормальную

в точке x = s фундаментальную систему решений дифферен-

циального уравнения (16.2).

Следствие 16.8. Фундаментальная матрица B̃(x, s), соот-

ветствующая сопряженному КДУ (16.12), имеет следующую

структуру:
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B̃(x, s) =




K
{n−1}

(s, x)K
(1){n−1}

(s, x) · · ·K (n−1){n−1}
(s, x)

...
... . . . ...

K
{1}
(s, x) K

(1){1}
(s, x) · · · K (n−1){1}

(s, x)

K(s, x) K
(1)
(s, x) · · · K

(n−1)
(s, x)



.

Следствие 16.9. Функция K(s, x) и ее последовательные

производные по переменной s образуют нормальную в точке

x= s ФСР сопряженного КДУ (16.12).

Рассмотрим теперь неоднородное дифференциальное уравнение

Ln[y] = f (k)(x) (16.14)

и выясним, при каком значении k гарантируется корректность

этого уравнения.

Положим k=1. Тогда дифференциальное уравнение (16.14)

обычным образом приводится к неоднородной обобщенной диф-

ференциальной системе первого порядка



y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)




′

=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

an an−1 an−2 · · · a1







y

y′

...

y(n−2)

y(n−1)



+




0

0
...

0

f ′



. (16.15)

Поскольку ∆F (x) =
(
0, 0, . . . , 0,∆f(x)

)
⊤

, а матрица скачков

∆C(x) имеет вид (16.5), то при условии (16.3) имеет место ра-

венство

∆C(x)∆F (x) = 0 ∀ x ∈ I. (16.16)

Это равенство вместе с (16.6) означают, что система (16.15), а

следовательно, и уравнение (16.14), являюся корректными. Пока-
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жем, что без дополнительных ограничений значение k=1 нельзя

увеличить.

Для этого рассмотрим пример дифференциального уравнения

четвертого порядка

y(4) − a2(x)y
′′ − a3(x)y

′ − a4(x)y = f ′′(x),

где

ai(x) = b′i(x), bi, f ∈ BV +
loc(I), i = 2, 3, 4.

Перепишем уравнение в виде
(
y′′′ − f ′(x)

)′ − a2(x)y
′′ − a3(x)y

′ − a4(x)y = 0

и введем квазипроизводные следующим образом:

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = y′′′′ − f ′.

В результате получим дифференциальную систему первого по-

рядка



y

y[1]

y[2]

y[3]




′

=




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

a4(x) a3(x) a2(x) 0







y

y[1]

y[2]

y[3]




+




0

0

f ′(x)

0



.

Далее, вследствие наложенных на коэффициенты требований

имеем

∆C(x) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

∆b4(x) ∆b3(x) ∆b2(x) 0



, ∆F (x) =




0

0

∆f(x)

0



.

Таким образом, условие (16.6) имеет место, а условие (16.16)

выполняется, если и только если
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∆b2(x)∆f(x) = 0 ∀ x ∈ I,

т. е., если хотя бы одна из двух функций b2(x) и f(x) непрерыв-

на.

Из этого примера видно, что значение k = 1 в (16.14) нель-

зя увеличить без дополнительных ограничений на коэффициенты

ai(x) или функцию f(x). Поэтому далее рассмотрим задачу Ко-

ши для дифференциального уравнения

Ln[y] = f ′(x) (16.17)

с начальными условиями (16.8). Для нее имеет место аналог тео-

ремы 15.2.

Теорема 16.10. При условии (16.3) существует единствен-

ное решение y(x) задачи Коши (16.17), (16.8), представимое в

виде

y(x) =
n−1∑

i=0

K{n−i−1}(x, x0)y
i
0 +

x∫

x0

K(x, s)df(s)

и такое, что производные y(i)(x), i = 0, n−2, принадлежат

пространству AC(I), а производная y(n−1)(x) — простран-

ству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов функций bi(x), i=2, n,

и f(x) имеет скачки, определяемые формулой

∆y(n−1)(xs) =
n−2∑

i=0

∆bn−i(xs)y
(i)(xs) + ∆f(xs).

Интересным в плане ограничений на правые части является

также неоднородное КДУ

L∗
n[z] =

l∑

k=0

(−1)k+1g
(k+1)
k , (16.18)

где gk ∈ BV +
loc(I), k = 1, l.
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Как и раньше, выясним, при каком значении l уравнение

(16.18) остается корректным. Для этого введем квазипроизвод-

ные z{i}(x), i = 0, n
(
z{0}(x)

def
= z(x)

)
следующим образом:

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z, i = 1, n−l−1;

z{i} = −
(
z{i−1})′ − ai(x)z + g′n−i(x), i = n−l, n;

(16.19)

Понятно, что при этом

z{q} ≡ L∗
n[z]−

l∑

k=1

(−1)kg
(k)
k .

Далее, уравнение (16.18) с помощью квазипроизводных (16.19)

приведем к однородной обобщенной дифференциальной системе

первого порядка

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x) +G′(x),

где вектор Z(x) и матрица −
(
C∗(x)

)′
те же, что и в уравне-

нии (16.9), а

G′(x) =
(
g′0(x), g

′
1(x), . . . , g

′
l(x), 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−l−1

)⊤
.

Сразу же заметим, что в силу равенства (16.6)
(
∆
[
−C∗(x)

])2
=
([
∆C(x)

]2)∗ ≡ 0.

Поскольку

∆G(x) =
(
∆g0(x),∆g1(x), . . . ,∆gl(x), 0, 0, . . . , 0

)⊤
,

а матрица ∆C(x) имеет вид (16.5), то условие

∆
[
−C∗(x)

]
·∆G(x) = 0

будет выполняться для любого x ∈ I, если l 6 n−2.



§ 16. Обобщенное обыкновенное дифференциальное уравнение 131

Таким образом, КДУ (16.18) корректно при l6n−2, т. е., если

порядок старшей производной в правой части уравнения не пре-

восходит n−1. Из приведенных соображений понятно также, что

КДУ (16.18) при l=n−1 будет корректным только лишь при

дополнительных условиях

∆b̄i(x)∆gn−1(x) = 0 ∀ x ∈ I, i = 2, n. (16.20)

Поскольку выражения Ln[y] и L∗
n[z] являются взаимно сопря-

женными, то интересно сравнить полученный результат с соот-

ветствующим результатом (см. с. 129) для дифференциального

уравнения (16.14), а также с аналогичными результатами для

КДУ (15.1) и (15.17).

В завершение этого параграфа рассмотрим начальную задачу

для уравнения (16.18) с начальными условиями (16.13).

Теорема 16.11. При условии (16.3) начальная задача

(16.18), (16.13) при l <n− 1 имеет единственное решение

z(x), представимое в виде

z(x) =
n−1∑

i=0

K
(i)
(x0, x)z

n−i
0 +

l∑

k=0

x∫

x0

K
(k)
(s, x)dgk(s)

и являющееся непрерывной на I функцией локально ограни-

ченной вариации, а его квазипроизводные z{i−1}(x), i = 2, n,

принадлежат пространству BV +
loc(I) и в точках xs разрывов

функций bi(x), i = 2, n, и gk(x), k = 0, l, имеют скачки, опре-

деляемые формулами

∆z{i−1}(xs) = −∆b̄i(xs)z(xs), i = 2, n−l−1;

∆z{i−1}(xs) = −∆b̄i(xs)z(xs) + ∆gn−i(xs), i = n−l, n.
Доказательство этой теоремы оставляем читателю в качестве

упражнения.



3
ВЕКТОРНЫЕ И МАТРИЧНЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ

КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 17. Начальные задачи для векторных

квазидифференциальных уравнений с мерами

Рассмотрим однородное векторное КДУ

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.1)

где Ȳ : I→C
p — неизвестная вектор-функция, Aij : I → C

p×p

есть заданные матричные функции, в отношении которых требу-

ем выполнения следующих условий:

(V) A−1
00 (x) — локально ограничена и измерима на I ;

(VI) Ai0, A0j ∈ L2,loc
p×p (I), i=1, n, j =1,m ;

(VII) Aij(x) =B
′
ij(x), де Bij∈BV +,loc

p×p (I), i=1, n, j =1,m.

Вместе с векторным уравнением (17.1) рассмотрим также опе-

раторное (матричное) КДУ

Lmn[Y ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Y

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.2)

где теперь Y : I → C
p×p. Это КДУ назовем ассоциированным с

уравнением (17.1).
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Заметим, что операторное уравнение (17.2) является, фактиче-

ски, системой p квазидифференциальных уравнений порядка q

(напомним, что q=n+m ). Между векторным уравнением (17.1)

и ассоциированным с ним уравнением (17.2) существует тесная

связь, а именно: если матрица-функция Y (x) является решением

операторного уравнения (17.2), а c — произвольный постоянный

вектор, то положив Ȳ (x) =Y (x)c, получим решение векторного

уравнения (17.1).

В прикладных задачах, как правило, встречаются вектор-

ные КДУ. В то же время линейную теорию матричных уравнений

строить проще, так как она в определенной мере аналогична со-

ответствующей теории для скалярных КДУ. Поэтому указанная

выше связь между векторными и ассоциированными с ними мат-

ричными уравнениями позволяет распространить все результаты

данной теории на случай векторных КДУ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17.1. Квазипроизводными матричной функ-

ции Y (x), которые соответствуют матричному квазидиффе-

ренциальному выражению Lmn[Y ], назовем матрицы-функции

Y [k](x), k=0, q, определяемые формулами

Y [i] = Y (i), i = 0, n−1; Y [n] =
n∑

i=0

Ai0(x)Y
(n−i);

Y [n+j] = −
(
Y [n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

Aij(x)Y
(n−i), j = 1,m,

(17.3)

причем Y [q] ≡ Lmn[Y ].

Как и в скалярном случае, с помощью квазипроизводных (17.3)

матричное КДУ (17.2) запишем в виде обобщенной дифференци-

альной системы первого порядка

Y ′(x) = C ′(x)Y(x), (17.4)
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где Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [q−1]

)
⊤

: I → C
qp×p, а C ′(x) — матрица ко-

эффициентов системы, имеющая блочную структуру (см. с. 135).

Отметим, что условия (V)–(VII) на коэффициенты позволяют ин-

терпретировать C ′(x) как матричную меру Стилтьеса.

Кроме того, эти условия являются достаточными для коррект-

ности системы (17.4), поскольку из них следует, что матрица

скачков ∆C(x) имеет вид

∆C(x) =




Op Op · · · Op Op · · · Op

... ... . . . ... ... . . . ...

Op Op · · · Op Op · · · Op

∆Bn1 ∆Bn−1,1 · · · ∆B11 Op · · · Op

∆Bn2 ∆Bn−1,2 · · · ∆B12 Op · · · Op

... ... . . . ... ... . . . ...

∆Bnm ∆Bn−1,m · · · ∆B1m Op · · · Op




, (17.5)

откуда в соответствии с правилом умножения блочных мат-

риц [21, c. 54] имеем
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I. (17.6)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17.2. Под решением матричного КДУ (17.2)

понимаем первый блок Y (x) прямоугольной блочной матрицы

Y(x), удовлетворяющий этому уравнению в обобщенном смысле.

Понятно, что начальную задачу для уравнения (17.2) в про-

извольной точке x0 ∈ I имеет смысл ставить лишь в терминах

квазипроизводных:

Y [k](x0) = Y k
0 , k = 0, q−1, (17.7)

где Y k
0 , k = 0, q−1, — заданные постоянные (p× p) -матрицы.
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Как и в скалярном случае, имеет место следующая теорема

о существовании и единственности решения начальной задачи

(17.2), (17.7).

Теорема 17.3. При условиях (V)–(VII) существует един-

ственное решение Y (x) начальной задачи (17.2), (17.7) та-

кое, что квазипроизводные Y [i](x), i = 0, n−1, принадлежат

пространству ACp×p(I), а квазипроизводные Y [n+j](x), j =

0,m−1, — пространству BV +,loc
p×p (I) и в точках xs разрывов

функций Bij(x) имеют скачки, определяемые формулами

∆Y [n+j](xs)=
n−1∑

i=0

∆Bn−i,j+1(xs)Y
(i)(xs), j = 0,m−1. (17.8)

Доказательство. Начальная задача (17.2), (17.7), очевидно,

эквивалентна дифференциальной системе (17.4) с начальным

условием

Y(x0) = Y0, (17.9)

где Y0 =
(
Y0, Y

1
0 , . . . , Y

q−1
0

)
⊤

— заданная (qp × p) -матрица на-

чальных значений, а далее в силу теоремы 7.3 и матричному

интегральному уравнению

Y(x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y(t). (17.10)

Вследствие условия (17.6) по теореме 7.4 уравнение (17.10) имеет

единственное решение в допустимом классе

D
p×p
C (I) =

{
Y ∈ BV +,loc

p×p (I)
∣∣∣∆C(x)∆Y(x) = 0 ∀x ∈ I

}
,

что и доказывает существование и единственность решения ис-

ходной задачи (17.2), (17.7). Условие скачка решения интеграль-

ного уравнения (17.10) в точке xs ∈ I имеет вид
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∆Y(xs) = ∆C(xs)Y(xs), (17.11)

откуда с учетом структуры (17.5) матрицы скачков ∆C(x) сле-

дует, что ∆Y [i](xs) = 0 для любого i = 0, n−1. Это значит,

что решение Y (x) и его квазипроизводные Y [i](x) до (n−1) -го

порядка включительно по крайней мере непрерывны.

Кроме того, в силу формул (17.10) и (17.3) справедливы равен-

ства

Y [i](x) = Y i
0 +

x∫

x0

Y (i+1)(t)dt, i = 0, n−1,

где интеграл понимается в смысле Лебега, поэтому квазипроиз-

водные Y [i](x), i = 0, n−1, являются абсолютно непрерывными

на I, т. е. принадлежат пространству ACp×p(I).

Наконец, записывая равенства (17.11) покомпонентно, получа-

ем формулы (17.8). �

Рассмотрим теперь сопряженное с (17.2) матричное КДУ

L∗
mn[Z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
A∗

ij(x)Z
(m−j)

)(n−i)
= 0. (17.12)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17.4. Квазипроизводными матричной функции

Z(x) в смысле сопряженного уравнения (17.12) назовем матрицы-

функции Z{k}(x), k = 0, q, определяемые следующим образом:

Z{j} =Z(j), j = 0,m−1; Z{m} =−
m∑

j=0

A∗
0j(x)z

(m−j);

Z{m+i} =−
(
Z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

A∗
ij(x)Z

(m−j), i = 1, n,

(17.13)

причем Z{q} ≡ −L∗
mn[Z].
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По аналогии со скалярным случаем квазипроизводные (17.13)

определяются однозначно, если определены квазипроизвод-

ные (17.3), и наоборот. Отметим также, что для векторного

КДУ (17.1) квазипроизводные получаем в результате формаль-

ной замены Y [k] на Ȳ [k] в выражениях (17.3) (см. §21). Это

замечание касается также квазипроизводных (17.13).

Рассмотрим далее начальную задачу об отыскании решения

уравнения (17.12), удовлетворяющего начальным условиям

Z{k}(x0) = Zk
0 , k = 0, q−1, (17.14)

где Zk
0 , k = 0, q−1, — заданные постоянные p×p -матрицы.

Теорема 17.5. При условиях (V)–(VII) существует един-

ственное решение Z(x) начальной задачи (17.12), (17.14) та-

кое, что квазипроизводные Z{j}(x), j =0,m−1, принадле-

жат пространству ACp×p(I), а квазипроизводные Z{m+i}(x),

i=0, n−1, — пространству BV +,loc
p×p (I) и в точках xs разры-

вов функций B∗
ij(x) имеют скачки, определяемые формулами

∆Z{m+i}(xs) = −
m−1∑

j=0

∆B∗
i+1,m−j(xs)Z

(j)(xs), i = 0, n−1.

Доказательство этой теоремы, которая, очевидно, является

обобщением на матричный случай теоремы 11.3, проводится по

аналогии с доказательством предыдущей теоремы 17.3, поэтому

мы оставляем его читателю.

В завершение, отметим, что после формальной замены Y [k] на

Ȳ [k] и Z [k] на Z̄ [k] теоремы 17.3 и 17.5 о существовании и един-

ственности решений начальных задач имеют место также для

соответствующих векторных КДУ.
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§ 18. Линейная теория матричных обобщенных

квазидифференциальных уравнений

Пусть матрицы-функции Φi(x), k=1, q, и матрицы-функции

Ψj(x), l = 1, q, являются решениями исходного

Lmn[Y ] = 0 (18.1)

и сопряженного L∗
mn[Z] = 0 матричных КДУ соответственно.

Составим блочные матрицы

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)
... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)




и

Ψ(x) =




Ψ1(x) Ψ2(x) · · · Ψq(x)

Ψ
{1}
1 (x) Ψ

{1}
2 (x) · · · Ψ{1}

q (x)
... ... . . . ...

Ψ
{q−1}
1 (x) Ψ

{q−1}
2 (x) · · · Ψ{q−1}

q (x)




Определители W(x) = det Φ(x) и V(x) = detΨ(x) этих мат-

риц назовем квазивронскианами решений Φk(x) и Ψl(x) соот-

ветственно.

Теорема 18.1. Для произвольной точки x0 ∈ I квазиврон-

скианы W(x) и V(x) удовлетворяют равенствам

W(x)=W(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A01(t)A

−1
00 (t)−A−1

00 (t)A10(t)
]
dt

}
, (18.2)

V(x)=V(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A∗

10(t)A
∗−1
00 (t)−A∗−1

00 (t)A∗
10(t)

]
dt

}
. (18.3)
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Доказательство. Докажем лишь формулу (18.2), так как до-

казательство формулы (18.3) аналогично. Блочная матрица W(x)

удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению

Φ′(x) = C ′(x)Φ(x), (18.4)

где матрица C ′(x) определена в явном виде на с. 135. Это урав-

нение в свою очередь эквивалентно матричному интегральному

уравнению

Φ(x) = Φ(x0) +

x∫

x0

dC(t)Φ(t).

Пусть B(x, s) — фундаментальная матрица системы (18.4). То-

гда произвольное решение этой системы с начальным значением

Φ(x0) представимо в виде Φ(x) = B(x, x0)Φ(x0), причем [154]

W(x) = W(x0) detB(x, x0) =

= W(x0) · exp
{ x∫

x0

tr
[
dCc(t)

]}
·
∏

s

det
[
Eqp + ∆C(xs)

]
,

где Cc(x) — непрерывная составляющая блочной матрицы C(x).
Из структуры (17.5) матрицы ∆C(x) следует, что для произволь-

ной точки разрыва xs ∈ I все матрицы Eqp + ∆C(xs) имеют

триугольный вид с единицами на главной диагонали. Поэтому
∏

s

det
[
Eqp +∆C(xs)

]
= 1.

Непрерывная же составляющая Cc(x) матрицы C(x) содержит

на главной диагонали только элементы главных диагоналей мат-

риц A01(x)A
−1
00 (x) и −A−1

00A10(x). Таким образом, мы получаем

формулу (18.2). �
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Следствие 18.2. Если матрицы-функции A01(x), A10(x) и

A−1
00 (x) таковы, что выполняются условия

tr
[
A01(x)A

−1
00 (x)

]
= tr

[
A∗−1

00 (x)A∗
01(x)

]
,

tr
[
A−1

00 (x)A10(x)
]
= tr

[
A∗

10(x)A
∗−1
00 (x)

]
,

(18.5)

то

W(x)V(x) = const ∀x ∈ I.

Сразу же заметим, что условия (18.5) выполняются по крайней

мере, когда матрицы-функции A01(x), A00(x), A10(x) веществен-

ны.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18.3. Решения Φk(x), k=1, q, матричного КДУ

(18.1) называем линейно независимыми, если матричное равен-

ство
q∑

k=1

Φk(x)Ck = Op

при некоторых постоянных матрицах Ck имеет место только то-

гда, когда Ck = Op ∀ k = 1, q, и линейно зависимыми, если хотя

бы одна из этих матриц отлична от нулевой.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18.4. Любую линейно независимую систему ре-

шений Φk(x), k=1, q, матричного КДУ (18.1) называем фунда-

ментальной системой решений (ФСР) этого уравнения.

Для того, чтобы построить произвольную ФСР достаточно для

уравнения (12.1) решить q "задач Коши" с начальными условия-

ми

Φ
[i−1]
j (x0) = Cij, i, j = 1, q,

где постоянные (p× p) -матрицы Cij вибраны так, что определи-

тель блочной матрицы
(
Cij

)q
i,j=1

отличен от нуля.
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Теорема 18.5. Если решения Φk(x), k = 1, q, матричного

КДУ (18.1) линейно зависимы, то квазивронскиан W(x) этих

решений тождественно равен нулю на интервале I. Наобо-

рот, если W(x) = 0 хотя бы в одной точке x0 ∈ I, то реше-

ния Φk(x), k = 1, q, уравнения (18.1) линейно зависимы.

Доказательство. Действительно, если решения Φk(x),

k=1, q, линейно зависимы, то согласно определению 18.3
q∑

k=1

Φk(x)Ck = 0 ∀x ∈ I,

причем хотя бы одна из постоянных матриц Ck отлична от ну-

левой. Взяв квазипроизводные от обеих частей этого равенства,

приходим к однородной системе линейных матричных уравнений

относительно неизвестных Ck :
q∑

k=1

Φ
[i−1]
k (x)Ck = 0, i = 1, q. (18.6)

Поскольку система (18.6) имеет нетривиальное решение (потому

что не все Ck являются нулевыми матрицами), то ее определи-

тель W(x) ≡ 0 на I.

Наоборот, пусть существует точка x0 ∈ I, в которой W(x0) =

0. Тогда при x = x0 существует нетривиальное решение алгеб-

раической системы (18.6), причем функция

Y (x) = Φ1(x)C1 + Φ2(x)C2 + . . . + Φq(x)Cq

есть решение матричного КДУ (18.1), удовлетворяющее началь-

ным условиям

Y [i−1](x0) = 0, i = 1, q.

Поскольку уравнение (18.1) однородное, то в силу теоремы суще-

ствования и единственности такое решение тождественно равно



§ 18. Линейная теория матричных обобщенных КДУ 143

нулю, т. е.
q∑

k=1

Φk(x)Ck ≡ 0.

Если принять во внимание, что среди постоянных матриц Ck

существует хотя бы одна ненулевая матрица (так как решение

системы (18.6) при x=x0 нетривиально), то согласно определе-

нию 18.3 решения Φk(x), k = 1, q, линейно зависимы. �

Следствие 18.6. Если W(x) 6= 0 хотя бы в одной точке

x0 ∈ I, то решения Φk(x), k = 1, q, матричного КДУ (18.1)

образуют ФСР.

Следствие 18.7. Если матрицы-функции Φk(x), k = 1, q, об-

разуют ФСР матричного КДУ (18.1), то его общее решение

представимо в виде

Y (x) =
q∑

k=1

Φk(x)Ck,

где Ck — произвольные постоянные матрицы.

Следствие 18.8. Если C̄k — произвольные постоянные век-

торы, то общее решение векторного КДУ (17.1) представимо

в виде

Ȳ (x) =
q∑

k=1

Φk(x)C̄k.

Эта формула показывает, что для получения общего решения

векторного КДУ (17.1) в первую очередь нужно построить любую

ФСР ассоциированного с ним матричного уравнения (17.2).

Все сказанное выше естественным образом распространяется

и на случай сопряженных матричного и векторного КДУ с той

лишь разницей, что вместо квазипроизводных Φ[·] и квазиврон-

скиана W(x) будут фигурировать Ψ{·} и V(x).
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§ 19. Структура фундаментальной матрицы

Пусть

Lmn

[
Y (x)

]
= 0 (19.1)

и
L∗

mn

[
Z(x)

]
= 0 (19.2)

— корректные матричные КДУ, которые с помощью некоторым

образом введенных квазипроизводных Y [k], k = 0, q, и однознач-

но определенных при этом квазипроизводных Z{k} (или наобо-

рот) приводятся к эквивалентным обобщенным линейным диф-

ференциальным системам первого порядка

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) (19.3)

и
Z ′(x) = −

(
C ′(x)

)∗Z(x)

соответственно, где

Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [q−1]

)
⊤

, Z =
(
Z{q−1}, . . . , Z{1}, Z

)
⊤

,

причем Y, Z : I → C
p×p.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19.1. Матрицу-функцию B(x, s), которая по пе-

ременной x удовлетворяет системе (19.3) и при x = s ∈ I

начальному условию B(s, s) = Eqp, называем фундаментальной

матрицей, соответствующей матричному КДУ (19.1).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19.2. Матричной функцией Коши операторно-

го КДУ (19.1) называем матрицу-функцию K(x, s), которая по

переменной x является решением этого уравнения и в точке

x = s ∈ I удовлетворяет начальным условиям

K[i](s, s) = Op (i = 0, n− 2), K[n−1](s, s) = Ep. (19.4)
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Лемма 19.3. Если K(x, s) — матричная функция Коши опе-

раторного КДУ (19.1), то

K[i]∗{j}∗(x, s) = K∗{j}∗[i](x, s), (19.5)

где выражение K[i]∗{j}∗(x, s) означает, что над матрицей

K(x, s) выполняются операции в следуещем порядке (слева на-

право): квазидифференцирование i раз по первому аргументу

x в смысле уравнения (19.1), эрмитово сопряжение, квазидиф-

ференцирование j раз по второму аргументу s в смысле со-

пряженного уравнения (19.2) и снова сопряжение.

Доказательство. Если Φk(x), k = 1, q, — произвольная

ФСР матричного КДУ (19.1), то в соответствии со следстви-

ем 18.7 имеет место представление K(x, s) =
q∑

k=1

Φk(x)Ck(s), где

Ck(s) — постоянные по переменной x матрицы-функции, одно-

значно определяющиеся при фиксированном s начальными усло-

виями (19.4). Но тогда с одной стороны

K[i]∗{j}∗(x, s) =





[(
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)Ck(s)

)∗]{j}


∗

=

=





[
q∑

k=1

C∗
k(s)Φ

[i]∗
k (x)

]{j}


∗

=
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)C

∗{j}∗
k (s),

а с другой стороны

K∗{j}∗[i](x, s) =







(

q∑

k=1

C∗
k(s)Φ

∗
k(x)

){j}


∗


[i]

=

=

{[
q∑

k=1

C
∗{j}
k (s)Φ∗

k(x)

]∗}[i]

=
q∑

k=1

Φ
[i]
k (x)C

∗{j}∗
k (s),

что и доказывает равенство (19.5). �
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Теорема 19.4. Фундаментальная матрица B(x, s), соот-

ветствующая КДУ (19.1), имеет следующую блочную струк-

туру:

B(x, s) =




K∗{q−1}∗(x,s) · · · K∗{1}∗(x,s) K(x,s)

K∗{q−1}∗[1](x,s) · · · K∗{1}∗[1](x,s) K[1](x,s)
... . . . ...

...

K∗{q−1}∗[q−1](x,s) · · ·K∗{1}∗[q−1](x,s)K[q−1](x,s)



. (19.6)

Доказательство. Обозначим (p× p) -блоки матрицы B(x, s)
через βij(x, s), i, j = 1, q. В силу определений 19.1 и 19.2 легко

понять, что

βiq = K [i−1](x, s), i = 1, q,

т. е.

B(x, s) =




β11(x, s) β12(x, s) · · · β1,q−1(x, s) K(x, s)

β21(x, s) β22(x, s) · · · β2,q−1(x, s) K[1](x, s)
... ... . . . ... ...

βq1(x, s) βq2(x, s) · · · βq,q−1(x, s) K[q−1](x, s)



.

Тогда

B∗(x, s) =




β∗
11(x, s) β∗

21(x, s) · · · β∗
q1(x, s)

β∗
12(x, s) β∗

22(x, s) · · · β∗
q2(x, s)

... ... . . . ...

β∗
1,q−1(x, s) β∗

2,q−1(x, s) · · · β∗
q,q−1(x, s)

K∗(x, s) K[1]∗(x, s) · · · K[q−1]∗(x, s)




.

Но согласно замечанию 5.2 матрица B∗(x, s) по переменной s

является решением сопряженной системы
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Z{q−1}
...

Z{1}

Z




′

= −
(
C ′(s)

)∗·




Z{q−1}
...

Z{1}

Z


,

а это значит, что все блочные строки этой матрицы (точнее гово-

ря сами их блоки), начиная с предпоследней, являются последо-

вательными квазипроизводными последней блочной строки по s

в смысле сопряженного матричного КДУ (19.2). Поэтому

B∗(x, s) =




K∗{q−1}(x, s)K[1]∗{q−1}(x, s) · · ·K[q−1]∗{q−1}(x, s)

K∗{q−2}(x, s)K[1]∗{q−2}(x, s) · · ·K[q−1]∗{q−2}(x, s)
... ... . . . ...

K∗{1}(x, s) K[1]∗{1}(x, s) · · · K[q−1]∗{1}(x, s)

K∗(x, s) K[1]∗(x, s) · · · K[q−1]∗(x, s)




.

Выполняя повторно операцию сопряжения и учитывая равенство

(19.5), приходим к формуле (19.6). �

Следствие 19.5. Фундаментальная матрица B̃(x, s), соот-

ветствующая сопряженному матричному КДУ (19.2), имеет

вид

B̃(x, s) ≡
(
B−1(x, s)

)∗
= B∗(s, x) =

=




K∗{q−1}(s, x) K[1]∗{q−1}(s, x) · · · K[q−1]∗{q−1}(s, x)

K∗{q−2}(s, x) K[1]∗{q−2}(s, x) · · · K[q−1]∗{q−2}(s, x)
...

... . . . ...

K∗{1}(s, x) K[1]∗{1}(s, x) · · · K[q−1]∗{1}(s, x)

K∗(s, x) K[1]∗(s, x) · · · K[q−1]∗(s, x)



,

где квазидифференцирование в смысле уравнения (19.1) про-

водится по переменной s, а в смысле уравнения (19.2) — по

переменной x.
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Следствие 19.6. Матричные функции K∗{j}∗(x, s) для

j =0, q−1 образуют нормальную в точке x= s ФСР мат-

ричного КДУ (19.1).

Следствие 19.7. Матрица-функция K̃(x, s) ≡ K∗(s, x) и ее

квазипроизводные K̃∗[i]∗(x, s) ≡ K[i]∗(s, x), i=1, q−1, по s в

смысле исходного уравнения (19.1) образуют нормальную в

точке x= s ФСР сопряженного матричного КДУ (19.2).

Из схемы доказательства теоремы 19.4 видно, что конкретный

вид (17.2) КДУ (19.1) никоим образом не влияет на структу-

ру фундаментальной матрицы (19.6). Другими словами, утвер-

ждение этой теоремы остается в силе для любого корректного

матричного КДУ порядка q. Важно только уметь строить мат-

ричную функцию Коши K(x, s) данного уравнения. Способ ее

построения как раз и станет предметом рассмотрения следующе-

го параграфа. Мы же в завершение этого параграфа остановимся

на вопросе о гладкости элементов матриц B(x, s) и B̃(x, s), а

также в качестве простого примера построим фундаментальную

матрицу для системы дифференциальных уравнений с постоян-

ными коэффициентами.

Утверждение 19.8. Фундаментальные матрицы B(x, s) и

B̃(x, s), соответствующие матричным КДУ (19.1) и (19.2),

по каждой из переменных x, s принадлежат пространству

BV +,loc
qp×qp(I). Более того, к пространству ACp×p(I) принадле-

жат по переменной x елементы блочных строк матрицы

B(x, s) до n -го порядка включительно и элементы блочных

строк матрицы B̃(x, s), начиная с (n+1) -го, а также элемен-

ты блочных столбцов матрицы B(x, s), начиная с (n+1) -го,

и элементы блочных столбцов матрицы B̃(x, s) до n -го вклю-

чительно.
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Доказательство. Действительно, поскольку "порождающими"

блоками фундаментальных матриц B(x, s) и B̃(x, s) являются

соответственно матрицы K(x, s) и K̃(x, s)≡K∗(s, x), которые

являются решениями матричных КДУ (19.1) и (19.2), то в силу

теорем 17.3 и 17.5 можно утверждать, что по переменной x мат-

ричные функции K[i](x, s), i=0, n−1, и K̃{j}(x, s), j =0,m−1,

локально абсолютно непрерывны на I. С другой стороны, по

переменной s таким свойством обладают матрицы-функции

K∗{j}∗(x, s), j =0,m−1, и K̃∗[i]∗(x, s), i=0, n−1. Осталь-

ные квазипроизводные по x и s принадлежат пространству

BV +,loc
p×p (I). �

Пример 19.9. При исследовании проблемы устойчивости (на

изгиб) вала длиной l с постоянной жесткостью α под действием

сжимающей силы P и крутящего момента M возникает систе-

ма дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-

ми [47, c. 27] 


−αz′′ = Pz −My′,

−αy′′ = Py +Mz′.
(19.7)

H С помощью вектора Ȳ = (z, y)⊤ и матриц

A1 =


 0 −M

α

M
α

0


, A2 =




P
α

0

0 P
α




систему (19.7) запишем в виде

Ȳ ′′ + A1Ȳ
′ + A2Ȳ = 0. (19.8)

Это векторное обыкновенное дифференциальное уравнение и его

первая квазипроизводная совпадает с обычной производной, т. е.

Ȳ [1] = Ȳ ′. Однако, квазипроизводная в смысле сопряженного

уравнения
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Z̄ ′′ − (A∗
1Z̄)

′ + A∗
2Z̄ = 0 (19.9)

имеет вид Z̄{1} =A∗
1Z̄ − Z̄ ′ и, очевидно, не равна Z̄ ′.

Матричная функция Коши ассоциированного с (19.8) оператор-

ного уравнения, как будет показано в следующем параграфе (на

данный момент в этом легко убедиться непосредственной провер-

кой), определяется выражением

K(x, s) =
2α√

M 2 + 4Pα
sin

{√
M 2 + 4Pα

2α
(x−s)

}
×

×


 cos M

2α
(x−s) sin M

2α
(x−s)

− sin M
2α
(x−s) cos M

2α
(x−s)


.

Тогда фундаментальная матрица B(x, s), отвечающая уравне-

нию (19.8), имеет следующую блочную структуру:

B(x, s) =


 K∗{1}∗(x, s) K(x, s)

K∗{1}∗[1](x, s) K[1](x, s)


 =

=


 K(x, s)A1− ∂

∂s
K(x, s) K(x, s)

∂
∂x
K(x, s)A1− ∂2

∂s∂x
K(x, s) ∂

∂x
K(x, s)


.

Если принять во внимание, что

A∗
1= − A1, K∗(s, x) = −K(x, s),

то фундаментальная матрица B̃(x, s), соответствующая сопря-

женному уравнению (19.9), будет выглядеть таким образом:

B̃(x, s) =B∗(s, x) =

=


A1K(x, s)+ ∂

∂x
K∗(x, s) A1

∂
∂s
K(x, s)+ ∂2

∂x∂s
K(x, s)

−K(x, s) − ∂
∂s
K(x, s)


.

N
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§ 20. Конструкция элементов фундаментальной матрицы

Для матричного КДУ (19.1) произвольного порядка q опишем

аналогичный предложенному в §14 способ построения матрицы-

функции Коши K(x, s) и ее смешанных квазипроизводных по-

средством ФСР Φk(x), k = 1, q, данного уравнения.

Теорема 20.1. Пусть ϕij
kl(x), k, l = 1, p, i, j = 1, q — это

элемент, расположенный на пересечении k -й строки и l -го

столбца в (p× p)-матрице Φ
[i−1]
j (x), а

W(x) = det
(
Φ

[i−1]
j (x)

)q
i,j=1

≡ det

((
ϕij

kl(x)
)p
k,l=1

)q

i,j=1

есть квазивронскиан ФСР. Тогда функция Коши K(x, s)

матричного КДУ (19.1) и ее смешанные квазипроизводные

K∗{j}∗[i](x, s) являются матрицами размера p×p, каждый

элемент которых представим в виде отношения двух функци-

ональных определителей

K
∗{j}∗[i]
kl (x, s) =

W ij
kl(x, s)

W(s)
, k, l = 1, p, i, j = 0, q− 1,

где каждый из определителей W ij
kl(x, s) отличается от ква-

зивронскиана W(s) одной лишь строкой(
ϕi+1,1

k1 (x) . . . ϕi+1,1
kp (x) . . . . . . ϕi+1,q

k1 (x) . . . ϕi+1,q
kp (x)

)
,

которая имеет номер (q−j−1)p+ l.

Доказательство. Пусть

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)
... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)
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— интегральная матрица дифференциальной системы (19.3), со-

ответствующая матричному КДУ (19.1). Тогда фундаментальная

матрица системы (19.3) вычисляется по формуле

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s). (20.1)

Учитывая блочную структуру (19.6) этой матрицы, соотношение

(20.1) можно записать в виде q2 матричных равенств

K∗{j}∗[i](x, s) =
1

W(s)

q∑

ν=1

Φ[i]
ν (x)Aq−j,ν(s), i, j = 0, q−1, (20.2)

где

Aij(s) =




Aij
11(s) Aij

21(s) . . . Aij
p1(s)

Aij
12(s) Aij

22(s) . . . Aij
p2(s)

... ... . . . ...

Aij
1p(s) Aij

2p(s) . . . Aij
pp(s)



, i, j = 1, q,

есть матрица, составленная из алгебраических дополнений

Aij
kl(s), k,l=1,p, к элементам ϕij

kl(s) матрицы Φ
[i−1]
j (s) в опреде-

лителе W(s).

Записывая матричные равенства (20.2) поэлементно в резуль-

тате получим

K∗{j}∗[i]
kl (x, s)=

1

W(s)

q∑

ν=1

p∑

µ=1

ϕi+1,ν
kµ (x)Aq−j,ν

lµ (s)=
W ij

kl(x, s)

W(s)
, (20.3)

что и требовалось доказать. �

ЗАМЕЧАНИЕ 20.2. Из формулы (20.3) видно, что для постро-

ения функционального определителя W ij
kl(x, s) нужно заменить

l -ую строку (q− j) -ой полосы (которая имеет размер p× q ) ква-

зивронскиана W(s) "нестандартной" зависимой от x k -ой стро-

кой (i + 1) -ой полосы квазивронскиана W(x).
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Для примера построим различными способами (а затем убе-

димся в тождественности полученных результатов) фундамен-

тальную матрицу, соответствующую матричному дифференциаль-

ному уравнению второго порядка

Y ′′ − Y = 0, (20.4)

где Y — матрица размера 2× 2. Это уравнение, очевидно,

является частным случаем (m=n=1, p= q=2 ) матричного

КДУ (19.1).

Уравнение (20.4) обычным образом приводим к системе диф-

ференциальных уравнений первого порядка

Y ′= CY ,
где Y = (Y, Y ′)⊤, а блочная матрица C имеет вид

C =

(
O2 E2

E2 O2

)
.

Интегральную матрицу Φ(x) этой системы можно вычислить с

помощью матричной экспоненты

Φ(x) = eCx = E4 + Cx + C2

2!
x2 +

C3

3!
x3 +

C4

4!
x4 + . . . .

Поскольку

C2 = E4, C3 = C2C = C, C4 = (C2)2 = E4, C5 = C4C = C, . . . ,
то

Φ(x) = E4 + Cx + E4

2!
x2 +

C
3!
x3 +

E4

4!
x4 +

C
5!
x5 + . . . =

= E4 ch x + C shx. (20.5)

Тогда

Φ−1(s) = e−Cs=E4−Cs+E4

2!
s2− C

3!
s3+

E4

4!
s4−. . .=E4 ch s−C sh s.
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Следовательно, фундаментальная матрица

B(x, s) = Φ(x)Φ−1(s) = E4 ch x ch s− C2 shx sh s+

+ C(shx ch s− ch x sh s) = E4 ch(x−s) + C sh(x−s) =

=

(
E2 O2

O2 E2

)
ch(x−s) +

(
O2 E2

E2 O2

)
sh(x−s) =

=


E2 ch(x−s) E2 sh(x−s)
E2 sh(x−s) E2 ch(x−s)


 (20.6)

Из вида (20.5) интегральной матрицы Φ(x) следует, что

матрицы-функции

Φ1(x) =E2 ch x, Φ2(x) =E2 shx

образуют ФСР уравнения (20.4). (Квази)вронскиан этой системы

W(s) =

∣∣∣∣∣∣
Φ1(s) Φ2(s)

Φ′
1(s) Φ′

2(s)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1.

Далее, по теореме 20.1 матрица-функция Коши имеет вид

K(x, s) =


W00

11 (x, s) W00
12 (x, s)

W00
21 (x, s) W00

22 (x, s)


 .

Для вычисления функционального определителя W00
11 (x, s) вос-

пользуемся замечанием 20.2, в силу которого W00
11 (x, s) получа-

ется из определителя W(s), если в последнем первую строку

2-ой полосы (l=1, q− j =2) заменить первой строкой первой

полосы (k=1, i+1=1) определителя W(x).
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В результате имеем

W00
11 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

chx 0 shx 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ch x

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sh s 0

ch s 0 sh s

sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ shx

∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 0

0 ch s sh s

0 sh s ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ch x(− sh s) + shx ch s = sh(x−s).

По аналогии

W00
12 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

ch x 0 shx 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

W00
21 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

0 ch x 0 shx

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

W00
22 (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 ch x 0 shx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= sh(x−s).

Итак,

K(x, s) =

(
sh(x−s) 0

0 sh(x−s)

)
.

Подобным образом вычисляем смешанную квазипроизводную
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K∗{1}∗(x, s)=




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ch s 0 sh s 0

0 ch s 0 sh s

sh s 0 ch s 0

0 sh s 0 ch s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




=

=


ch(x−s) 0

0 ch(x−s)


.

Чтобы не составлять и вычислять еще восемь определителей

для отыскания матриц K[1](x, s) та K∗{1}∗[1](x, s), воспользуем-

ся тем, что роль квазипроизводных в смысле уравнения (20.4)

играют обычные производные. Следовательно,

K[1](x, s) =
∂

∂x
K(x, s) =


ch(x−s) 0

0 ch(x−s)


,

K∗{1}∗[1](x, s) =
∂

∂x
K∗{1}∗(x, s) =


sh(x−s) 0

0 sh(x−s)


.

Учитывая блочную структуру (19.6) фундаментальной матри-

цы, окончательно получаем следующий результат:

B(x, s) =




ch(x−s) 0 sh(x−s) 0
0 ch(x−s) 0 sh(x−s)

sh(x−s) 0 ch(x−s) 0
0 sh(x−s) 0 ch(x−s)



,

который, очевидно, совпадает с (20.6).
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§ 21. Неоднородное векторное квазидифференциальное

уравнение с распределениями

Рассмотрим векторный аналог неоднородного КДУ

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

=

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1F̄
(k+1)
k (x), (21.1)

где матричные коэффициенты Aij(x) удовлетворяют указанным

в §17 условиям (V)–(VII), а правая часть удовлетворяет условию

(VIII) F̄k ∈BV +
loc,p(I), k=0,m−1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21.1. Квазипроизводными векторной функ-

ции Ȳ (x) в смысле КДУ (21.1) назовем вектор-функции

Ȳ [k](x), k=0, q, определяемые формулами

Ȳ [i] = Ȳ (i), i = 0, n−1; Ȳ [n] =
n∑

i=0

Ai0(x)Ȳ
(n−i);

Ȳ [n+j]=−
(
Ȳ [n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

Aij(x)Ȳ
(n−i)+ F̄ ′

m−j(x), j=1,m.

С помощью квазипроизводных векторное КДУ записывается в

эквивалентном виде

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) + F ′(x), (21.2)

где Y =
(
Ȳ , Ȳ [1], . . . , Ȳ [q−1]

)⊤
, блочная матрица-мера C ′(x) та же,

что и раньше (см. с. 135), а

F ′ =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, F̄ ′
m−1(x), F̄

′
m−2(x), . . . , F̄

′
0(x)

)⊤
.

Понятно, что обобщенная дифференциальная система (21.2) яв-

ляется корректной, так как выполняются условия (17.6) и

∆C(x)∆F(x) = 0 ∀ x ∈ I.
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Теорема 21.2. При условиях (V)–(VIII) векторное КДУ (21.1)

имеет единственное решение Ȳ (x), удовлетворяющее началь-

ным условиям

Ȳ [ν](x0) = Ȳ ν
0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I, (21.3)

с заданными постоянными векторами Ȳ ν
0 (ν = 0, q−1); это

решение представимо в виде

Ȳ (x) =
q−1∑

ν=0

K∗{ν}∗(x, x0)Ȳ
q−ν−1
0 +

m−1∑

k=0

x∫

x0

K∗{k}∗(x, s)dF̄k(s), (21.4)

где K(x, s) — матричная функция Коши ассоциированно-

го с (21.1) однородного КДУ (17.2), причем квазипроизвод-

ные Ȳ [i](x), i=0, n−1, принадлежат пространству ACp(I),

а квазипроизводные Ȳ [n+j−1](x), j =1,m, — пространству

BV +
loc,p(I) и в точках разрывов xs матриц-функций Bij(x) и

вектор-функций F̄k(x) имеют скачки, определяемые формула-

ми

∆Ȳ [n+j−1](xs) =
n−1∑

i=0

∆Bn−i,j(xs)Ȳ
(i)(xs) +∆F̄m−j(xs), j = 1,m.

Доказательство. Существование и единственность решения

Ȳ (x) начальной задачи (21.1), (21.3) следует из того факта, что

данная задача эквивалентна соответствующей задаче для обоб-

щенной дифференциальной системы (21.2), для которой имеет

место теорема о существовании и единственности решения (см. §

7).

Первое слагаемое в формуле (21.4) является линейной ком-

бинацией фундаментальной системы решений, которая согласно

следствию 19.6 состоит из функций K∗{j}∗(x, s), j =0, q−1. На-

личие второго слагаемого следует из принципа суперпозиции (на-

ложения) для линейных неоднородных уравнений [86, c. 227].
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Поскольку частное решение дифференциальной системы (21.2)

представимо в интегральной форме Y(x) =
x∫

x0

B(x, s)dF(s), то,

записывая ее поэлементно, используя при этом структуру (19.6)

блочной матрицы B(x, s) и указанный выше вид блочных векто-

ров Y(x) и F(x), получим второе слагаемое в выражении (21.4).

Наконец, доказательство теоремы в части, касающейся степени

гладкости квазипроизводных и формулы для вычисления скачков,

проводится по аналогии с тем, как это делалось при доказатель-

стве теоремы 17.3. �

Теорема 21.3. При условиях (V)–(VIII) существует един-

ственное решение сопряженного векторного КДУ

L∗
mn[Z̄]≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
A∗

ij(x)Z̄
(m−j)

)(n−i)
=

n−1∑

k=0

(−1)k+1Ḡ
(k+1)
k (x),

(21.5)

где Ḡk ∈ BV +
loc,p(I), удовлетворяющее начальным условиям

Z̄{ν}(x0) = Z̄ν
0 , ν = 0, q−1, x0 ∈ I ;

это решение представимо в виде

Z̄(x) =
q−1∑

ν=0

K[ν]∗(x0, x)Z̄
q−ν−1
0 +

n−1∑

k=0

x∫

x0

K[k]∗(s, x)dḠk(s),

причем квазипроизводные Z̄{j}(x), j = 0,m−1, принадлежат

пространству ACp(I), а квазипроизводные Z̄{m+i−1}(x), i =

1, n, — пространству BV +
loc,p(I) и в точках разрывов xs

матриц-функций Bij(x) и вектор-функций Ḡk(x) имеют скач-

ки, определяемые формулами

∆Z̄{m+i−1}(xs)=−
m−1∑

j=0

∆B∗
i,m−j(xs)Z̄

(j)(xs) + ∆Ḡn−i(xs), i=1, n.
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Доказательство этой теоремы проводится по аналогии, поэто-

му мы оставляем его читателю; отметим лишь, что квазипроиз-

водные Z̄{ν}(x), ν = 0, q, для сопряженного уравнения (21.5)

целесообразно ввести следующим образом:

Z̄{j} = Z̄(j), j = 0,m−1; Z̄{m} = −
m∑

j=0

A∗
0j(x)Z̄

(m−j);

Z̄{m+i} = −
(
Z̄{m+i−1})′−

m∑

j=0

A∗
ij(x)Z̄

(m−j)+ Ḡ′
n−i(x), i = 1, n.

Понятно, что подобные к 21.2 и 21.3 теоремы имеют место и

для соответствующих ассоциированных КДУ

Lmn[Y ] =
m−1∑

k=0

(−1)k+1F
(k+1)
k (x)

и

L∗
mn[Z] =

n−1∑

k=0

(−1)k+1G
(k+1)
k (x),

где теперь Fk, Gk ∈ BV +,loc
p×p (I), и в этом смысле они обобщают

результаты §17.

Практический интерес, в частности, составляет однородное

матричное КДУ

Lmn[Y ] = (−1)k+1Epδ
(k+1)(x− x0), 0 6 k 6 m−1, (21.6)

где δ(k+1)(x − x0) — обобщенная производная порядка (k+1)

от δ-функции Дирака с носителем в точке x0∈ I. В силу тео-

ремы 21.2 решение уравнения (21.6), удовлетворяющее нулевым

начальным условиям, имеет вид

Y (x) = K∗{k}∗(x, x0)H(x−x0).

Стоит отметить, что приведенные выше результаты для квази-

дифференциальных уравнений в пространстве вектор-функций,
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особенно в части выполнения критерия корректности, не отлича-

ются слишком существенно от их скалярных аналогов. Однако,

векторное обычное дифференциальное уравнение

Ln[Ȳ ] ≡ Ȳ (n) −
n∑

i=1

Ai(x)Ȳ
(n−i) = 0 (21.7)

с обобщающими матричными коэффициентами Ai(x) = B′
i(x),

где Bi(x) ∈ BV +,loc
p×p (I), i = 1, n, все же имеет некоторую специ-

фику. Раньше было показано, что его скалярный аналог — диф-

ференциальное уравнение (16.1) — является корректным, если и

только если выполняется условие (16.3), т. е. b1(x) есть непре-

рывная функция локально ограниченной на I вариации. Вслед-

ствие формальной замены bi(x) на Bi(x) из структуры матрицы

(16.5) и условия (16.6) легко получаем необходимое и достаточ-

ное условие корректности векторного дифференциального урав-

нения (21.7):

∆B1(x)∆Bi(x) = 0 ∀ x ∈ I (i = 1, n). (21.8)

Однако, благодаря тому, что эти равенства матричные, а не чис-

ловые, условие (21.8), в отличие от его скалярного аналога (16.7),

не требует от матрицы-функции B1(x) ее непрерывности. Таким

образом, имея дело с векторным дифференциальным уравнением,

получаем возможность допустить в коэффициенте A1(x) наличие

дискретной компоненты (меры).

Интересным по этой причине становится и сопряженное диф-

ференциальное уравнение

L∗
n[Z̄] ≡ (−1)nZ̄(n) −

n∑

i=1

(−1)n−i
(
A∗

i (x)Z̄
)(n−i)

= 0, (21.9)

решение которого является, вообще говоря, разрывной вектор-
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функцией, причем скачки в точках xs разрывов матрицы-

функции B1(x) равны

∆Z̄(xs) = −∆B∗
1(xs)Z̄(xs). (21.10)

На первый взгляд это кажется маловероятным, потому что в

уравнении (11.12) присутствуют произведения матриц-мер A∗
i (x)

на разрывную вектор-функцию Z̄(x), которые могут иметь осо-

бенности в одних и тех же точках xs ∈ I. На самом деле, с точки

зрения теории обобщенных функций здесь все законно. Действи-

тельно, произведения A∗
i (x)Z̄(x) существуют, если и только если

∆B∗
i (xs)∆Z̄(xs) = 0 ∀xs ∈ I.

Но это равенство непосредственно следует из (21.10) и (21.8):

∆B∗
i (xs)∆Z̄(xs) = −∆B∗

i (xs)∆B
∗
1(xs)Z̄(xs) =

= −
(
∆B1(xs)∆Bi(xs)

)∗
Z̄(xs) = 0. (21.11)

Что касается порядка обобщенных вектор-функций в правых

частях неоднородных КДУ

Ln[Ȳ ] = F̄ (k)(x) (21.12)

и

L∗
n[Z̄ ] =

l∑

k=0

(−1)k+1Ḡ
(k+1)
k , (21.13)

то здесь кроме аналогии со скалярным случаем также есть свои

особенности. Так, для корректности векторного КДУ (21.12) при

k = 1, в отличие от его скалярного аналога (16.14), необходимо

дополнительно (кроме условия (21.8)) требовать выполнения ра-

венства ∆B1(x)∆F̄ (x) = 0 ∀ x ∈ I. Это обусловлено тем, что

условие (21.8) является более слабым в сравнении с условием

(16.7), поэтому не обеспечивает корректности сразу неоднород-

ного уравнения.
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Аналогичная ситуация имеет место для k > 1. Для иллюстра-

ции рассмотрим векторное дифференциальное уравнение

Ȳ ′′ − B′
2(x)Ȳ = F̄ ′′(x), (21.14)

где Ȳ ∈ C
p, B2 ∈ BV +,loc

p×p (I), F̄ ∈ BV +
loc,p(I).

Обозначив

Ȳ [1] = Ȳ ′ − F̄ ′(x),

перепишем уравнение (21.14) в виде дифференциальной системы
(
Ȳ

Ȳ [1]

)′

=

(
Op Ep

B′
2(x) Op

)(
Ȳ

Ȳ [1]

)
+

(
F̄ (x)

0̄

)′

,

которая, очевидно, является корректной, если и только если

∆B2(x)∆F̄ (x) = 0 ∀ x ∈ I.

Что касается корректности уравнения (21.13) при l=n− 1, то

она имеет место только при следующих дополнительных услови-

ях (сравните с условиями (16.20)):

∆B∗
i (x)∆Ḡn−1(x) = 0 ∀ x ∈ I (i = 1, n).



4
СТРУКТУРА РЕШЕНИЙ ОБОБЩЕННЫХ

КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 22. Системы дифференциальных уравнений с

кусочно-непрерывными коэффициентами и

δ -особенностями

Пусть на интервале I задано некое конечное упорядоченное мно-

жество точек x0 < x1 < . . . < xN . Рассмотрим неоднородную

обобщенную дифференциальную систему вида

Y ′ −
(

N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδ(x−xk)

)
Y =

=
N−1∑

k=0

Rk(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Skδ(x−xk), (22.1)

где Y (x) — неизвестная p -мерная вектор-функция, Θk(x) — ха-

рактеристичеcкая функция полуинтервала Ik = [xk, xk+1), а коэф-

фициенты удовлетворяют следующим условиям:

(I) Ak(x) ∈ Cp×q(Ik), k = 0, N−1;

(II) Ck ∈ C
p×p, k = 1, N ;

(III) Rk(x) ∈ Cp(Ik), k = 0, N−1;

(IV) Sk ∈ C
p, k = 1, N.
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Через ω∗ обозначим множество носителей обобщенных коэф-

фициентов системы (22.1). Для этой системы поставим начальное

условие

Y (x0) = Y0. (22.2)

Отметим, что система (22.1) является системой вида (7.8). Таким

образом, для нее справедлива теорема 8.1, которую теперь можно

переформулировать следующим образом.

Теорема 22.1. Для существования единственного решения

Y (x) из допустимого класса D
p
C(I) начальной задачи (22.1),

(22.2) необходимо и достаточно выполнения условий

C2
k ≡ 0, CkSk ≡ 0, k = 1, N. (22.3)

Это решение представимо в форме Коши (8.2), а его скачки в

точках xk ∈ ω∗ определяются формулой

∆Y (xk) = CkY (xk − 0) + Sk = CkY (xk) + Sk. (22.4)

В дальнейшем будем рассматривать только корректные систе-

мы вида (22.1), т. е. будем считать условия (22.3) выполненными.

§ 23. Построение фундаментальной матрицы

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23.1. Однородную систему

Y ′(x) =

(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x)

)
Y (x),

которая соответствует системе (22.1), назовем определяющей.
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Фундаментальную матрицу определяющей системы на полуин-

тервале Ik, т. е. матрицу Коши системы Y ′=Ak(x)Y, будем обо-

значать B̃k(x, s) и считать известной для любого k=0, N−1.

Следует заметить, что в дальнейшем мы часто будем пользо-

ваться непрерывным продолжением вправо матрицы B̃k(x, s) для

x = xk+1, т. е. следующим равенством

B̃k(xk+1, s) = B̃k(xk+1−0, s). (23.1)

Для удобства введем обозначение C̃k = E + Ck.

Теорема 23.2. Фундаментальная матрица B(x, s) однород-

ной обобщенной дифференциальной системы

Y ′(x) =

(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y (x) (23.2)

для x ∈ [x0, xN), s = x0 имеет вид

B(x, x0) =
N−1∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x), (23.3)

где матрицы Bk(x, x0) вычисляются по рекуррентным форму-

лам

B0(x, x0) = B̃0(x, x0), x∈ I0,
Bk(x, x0)=B̃k(x, xk)C̃kBk−1(xk−0,x0), x∈ Ik, k=1,N−1;

(23.4)

а при x = xN :

B(xN , x0) ≡ BN(xN , x0) = C̃NBN−1(xN−0, x0). (23.5)

Доказательство. Используем метод математической индук-

ции по N. Проверим правильность утверждения для N =1, т. е.

для случая, когда множество носителей обобщенных коэффици-

ентов дифференциальной системы (23.2) содержит только одну

точку: ω∗ = {x1}.
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На промежутке I0 = [x0, x1) уравнение (23.2) не имеет обоб-

щенных коэффициентов, а поэтому B(x, x0) = B̃0(x, x0), т. е.

справедливы формулы (23.3), (23.4) при N = 1. Для значе-

ния фундаментальной матрицы B(x, x0) в точке x = x1 в си-

лу свойства (d) матрицы Коши (см. теорему 3.2) и равенства

∆C(x1) =C1, имеем формулу вида (23.5)

B(x1, x0) = (E + C1)B(x1−0, x0) = C̃1B0(x1−0, x0).

Далее допустим, что формулы (23.3)–(23.4) справедливы для

некоторого N = q > 1, т. е. пусть для произвольного x∈ [x0, xq)

имеет место представление

B(x, x0) =
q−1∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x),

где

B0(x, x0) = B̃0(x, x0), x∈I0,
Bk(x, x0) = B̃k(x, xk)C̃kBk−1(xk−0, x0), x∈Ik, k=1, q−1,

(23.6)

а при x = xq

B(xq, x0) = Bq(xq, x0) = C̃qBq−1(xq − 0, x0). (23.7)

Докажем их справедливость для N = q+1. Для продолжения

фундаментальной матрицы на полуинтервал Iq = [xq, xq+1) вос-

пользуемся свойством (a) из теоремы 3.2:

Bq(x, x0) = Bq(x, xq)Bq(xq, x0).

При x ∈ Iq имеем Bq(x, xq) = B̃q(x, xq), а согласно допуще-

нию (23.7)

Bq(xq, x0) = C̃qBq−1(xq−0, x0),

поэтому для x ∈ Iq получим

Bq(x, x0) = B̃q(x, xq)C̃qBq−1(xq−0, x0). (23.8)
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В таком случае фундаментальную матрицу B(x, x0) на полу-

интервале [x0, xq+1) можно представить в виде

B(x, x0) =
q∑

k=0

Bk(x, x0)Θk(x), (23.9)

где матрицы Bk(x, x0) для k = 1, q−1 вычисляются по рекур-

рентным формулам (23.6), а Bq(x, x0) — по формуле (23.8). Та-

ким образом, формулы (23.3)–(23.4) верны и для N = q + 1.

Понятно, что формула (23.9) не охватывает значения фундамен-

тальной матрицы в точке x = xq+1. Формулу

B(xq+1, x0) = C̃q+1Bq(xq+1−0, x0)

для вычисления данного значения получаем, использовав непо-

средственно свойство (d) матрицы Коши.

Следовательно, в силу принципа математической индукции

утверждение теоремы имеет место для произвольного натураль-

ного N, что и требовалось доказать. �

ЗАМЕЧАНИЕ 23.3. Заметим, что в случае, если xN /∈ ω∗, имеем

CN = 0 и по формуле (23.5) получим

B(xN , x0) = (E + CN)BN−1(xN−0, x0) = BN−1(xN−0, x0).

Это значит, что фундаментальная матрица B(x, x0) непрерыв-

на слева в точке x=xN /∈ ω∗. Следовательно, ее значение в

этой точке можна включить в выражение (23.3), интерпретируя

ΘN−1(x) как характеристическую функцию отрезка [xN−1, xN ].

Следствие 23.4. Для фундаментальной матрицы Bk(x, s)

дифференциальной системы (23.2) при s=x0, x ∈ Ik =

[xk, xk+1), k=1, N−1, имеет место мультипликативное

представление
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Bk(x, x0) = B̃k(x, xk)
k−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1). (23.10)

Следствие 23.5. Для любого x∈ Ik, k=1, N−1, при xq<xk

имеет место представление

Bk(x, xq) = B̃k(x, xk)
k−q−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1), (23.11)

откуда

Bk(xk, xq) =
k−q−1∏

j=0

C̃k−jB̃k−j−1(xk−j, xk−j−1)

и, следовательно,

Bk(x, xq) = B̃k(x, xk)Bk(xk, xq). (23.12)

Пример 23.6. На отрезке [0, 1] построим фундаментальную

матрицу B(x, 0) однородной обобщенной дифференциальной сис-

темы

Y ′ =

(
Θ0(x)− Θ1(x) δ

(
x− 1

4

)

−δ(x−1) 2Θ0(x) + Θ1(x)

)
Y, (23.13)

где Θ0(x) и Θ1(x) — характеристические функции полуинтерва-

лов
[
0, 1

4

)
и
[
1
4
, 1
)

соответственно.

H Данная система является системой вида (23.2) с матричны-

ми коэффициентами

A0 =

(
1 0

0 2

)
, A1 =

(
−1 0

0 1

)
, C1 =

(
0 1

0 0

)
, C2 =

(
0 0

−1 0

)

и множеством ω∗ =
{
x1 =

1
4
, x2 = 1

}
носителей обобщенных ко-

эффициентов. Убедимся в корректности данной системы, т. е. в
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выполнении условий C2
k = 0, k = 1, 2 :

C2
1 =

(
0 1

0 0

)(
0 1

0 0

)
≡ 0, C2

2 =

(
0 0

−1 0

)(
0 0

−1 0

)
≡ 0.

Определяющая система для системы (23.13) имеет вид

Y ′ =

[(
1 0

0 2

)
Θ0(x) +

(
−1 0

0 1

)
Θ1(x)

]
Y. (23.14)

Найдем фундаментальные матрицы этой системы B̃0(x, s) и

B̃1(x, s) на полуинтервалах
[
0, 1

4

)
и
[
1
4
, 1
)

соответственно.

На полуинтервале
[
0, 1

4

)
имеем систему

Y ′ =

(
1 0

0 2

)
Y. (23.15)

Это обычная дифференциальная система с постоянными коэф-

фициентами, фундаментальную матрицу которой ищем методом

Эйлера в матричной форме (см., например, [41, c. 156]). Составим

характеристическое уравнение для системы (23.15)
∣∣∣∣∣
1− λ 0

0 2− λ

∣∣∣∣∣ = (1−λ)(2−λ) = 0

и найдем его решения λ1=1, λ2=2. Для корня λ1=1 ищем

решение системы в виде

Y1(x) =

(
C1

C2

)
ex.

После подстановки Y1(x) в исходную систему (23.15) и умноже-

ния обоих ее частей на e−x получим
(
C1

C2

)
=

(
C1

2C2

)
,

откуда C1 — произвольная постоянная, а C2 = 0. Положим,

например, C1 = 1, тогда
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Y1(x) =

(
ex

0

)
.

По аналогии ищем решение, соответствующее корню λ2 = 2 :

Y2(x) =

(
0

e2x

)
.

Запишем интегральную матрицу системы (23.15):

Φ(x) =

(
ex 0

0 e2x

)
.

Для построения фундаментальной матрицы этой системы вос-

пользуемся формулой [52, c. 271]

B̃0(x, s) = Φ(x)Φ−1(s). (23.16)

Поскольку det Φ(x) = e3x, то

Φ−1(s) = e−3s

(
e2s 0

0 es

)
=

(
e−s 0

0 e−2s

)
,

и согласно формуле (23.16) фундаментальная матрица определя-

ющей системы (23.14) на полуинтервале
[
0, 1

4

)
имеет вид

B̃0(x, s) =

(
ex 0

0 e2x

)(
e−s 0

0 e−2s

)
=

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)
. (23.17)

На полуинтервале
[
1
4
, 1
)

определяющая система (23.14) имеет

вид

Y ′ =

(
−1 0

0 1

)
Y. (23.18)

Матрицу Коши B̃1(x, s) данной системы ищем по аналогии с тем,

как это делалось на предыдущем полуинтервале. Легко видеть,

что

B̃1(x, s) =

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)
. (23.19)
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Для построения фундаментальной матрицы B(x, s) исходной

системы (23.13) воспользуемся теоремой 23.2. В силу рекуррент-

ных формул (23.4) имеем

B0(x, 0) = B̃0(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
, x ∈

[
0, 1

4

)
,

B1(x, 0) = B̃1

(
x, 1

4

)
C̃1B0

(
1
4
, 0
)
=

=

(
e−(x−

1
4) 0

0 ex−
1
4

)(
1 1

0 1

)(
e

1
4 0

0 e
1
2

)
=

=

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
, x ∈

[
1
4
, 1
)
.

Следовательно, фундаментальная матрица B(x, 0) исходной сис-

темы (23.13) на полуинтервале [0, 1) имеет вид

B(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
Θ0(x) +

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
Θ1(x). (23.20)

Заметим, что в связи с наличием в исходной системе (23.13)

коэффициента −δ(x−1) с носителем x=1 ∈ ω∗, фундаменталь-

ную матрицу этой системы в точке x=1 нужно вычислять по

формуле (23.5), т. е.

B(1, 0) = C̃2B1(1− 0, 0) =

=

(
1 0

−1 1

)(
e−1+1

2 e−1+3
4

0 e1+
1
4

)
=

=

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4 −e−1

4

)
. (23.21)

N
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§ 24. Структура решения неоднородной дифференциальной

системы

Теорема 24.1. Решение задачи (22.1), (22.2) на полуинтер-

вале [x0, xN) представимо в виде

Y (x) =
N−1∑

k=0

{
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj+

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x), (24.1)

где

Z0 = Y0, Zj = C̃j

xj∫

xj−1

B̃j−1(xj, s)Rj−1(s)ds + Sj, j ≥ 1. (24.2)

В точке x=xN значение решения вычисляется по формуле

Y (xN) =
N∑

j=0

BN(xN , xj)Zj. (24.3)

Доказательство. Решение начальной задачи (22.1), (22.2) на

полуинтервале [x0, xN) ищем в виде

Y (x) =
N−1∑

k=0

Yk(x)Θk(x), (24.4)

где Yk(x) есть решение этой задачи на частном полуинтервале

Ik = [xk, xk+1). На интервале (xk, xk+1) система (22.1) имеет вид

Y ′
k = Ak(x)Yk +Rk(x). (24.5)

Соответствующая ей фундаментальная матрица есть B̃k(x, s).

Решение системы (24.5) запишем в форме Коши (8.4):

Yk(x) = B̃k(x, xk)Pk +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, (24.6)

где Pk — некоторый неизвестный p -мерный вектор.
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По аналогии, на интервале (xk−1, xk) решение системы (24.5)

представимо в виде

Yk−1(x) = B̃k−1(x, xk−1)Pk−1 +

x∫

xk−1

B̃k−1(x, s)Rk−1(s)ds (24.7)

с неизвестным вектором Pk−1. В силу теоремы 22.1 решение за-

дачи Коши (22.1), (22.2) принадлежит пространству BV +
loc,p(I) и

в точке x=xk удовлетворяет условию скачка (22.4), откуда

Y (xk) = (E + Ck)Y (xk−0) + Sk = C̃kY (xk−0) + Sk. (24.8)

Учитывая равенство (24.7), а также тот факт, что Y (xk) и

Y (xk − 0) вычисляются по формулам (24.6) и (24.7) соответ-

ственно, после упрощения имеем

Pk = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)Pk−1 + C̃k

xk∫

xk−1

B̃k−1(xk, s)Rk−1(s)ds+ Sk

или с учетом обозначения (24.2)

Pk = C̃kB̃k−1(xk, xk−1)Pk−1 + Zk, 1 ≤ k ≤ N − 1.

Выбирая в этом рекуррентном соотношении начальное значение

P0=Y0 и учитывая мультипликативное представление (23.10),

методом математической индукции получим искомый вектор

Pk = Bk(xk, x0)Y0 +
k∑

j=1

Bk(xk, xj)Zj, 1 ≤ k ≤ N − 1.

Более того, если положить Z0 = Y0, то будем иметь

Pk =
k∑

j=0

Bk(xk, xj)Zj, 0 ≤ k ≤ N − 1.

Подставив полученное выражение в формулу (24.6), с учетом

равенства (23.12) имеем решение начальной задачи (22.1), (22.2)

на полуинтервале Ik :
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Yk(x)=
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds. (24.9)

После его подстановки в (24.4) получим нужное нам представле-

ние (24.1), (24.2).

Поскольку в точке x=xN решение системы имеет разрыв, то

формула (24.1) не охватывает значение решения в этой точке.

Формула (24.4) для вычисленния данного значения следует из

равенства (24.8) при k=N, если принять во внимание уже по-

лученное нами представление (24.1), (24.2) и равенства

BN(xN , xj) = C̃NBN−1(xN−0, xj), j = 0, N−1, (24.10)

которые являются следствиями свойства (d) матрицы Коши

(см. теорему 3.2). Действительно, тогда

Y (xN) = C̃NY (xN − 0) + SN =

= C̃N

[
N−1∑

j=0

BN−1(xN−0, xj)Zj +

xN∫

xN−1

B̃N−1(xN , s)RN−1(s)ds

]
+

+ SN =
N−1∑

j=0

BN(xN , xj)Zj + ZN =
N∑

j=0

BN(xN , xj)Zj.

�

ЗАМЕЧАНИЕ 24.2. Если x=xN /∈ω∗, то значение решения в

этой точке вычисляется по формуле

Y (xN) = C̃NY (xN−0) + SN = Y (xN−0).

Таким образом, решение Y (x) непрерывно слева в точке xN , сле-

довательно, его значение в этой точке можно включить в выра-

жение (24.1), если ΘN−1(x) интерпретировать как характеристи-

ческую функцию отрезка [xN−1, xN ].
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Следствие 24.3. Решение задачи (22.1), (22.2) на полуинтер-

вале [xk, xk+1), k = 1, N−1, можно представить также в виде

Yk(x) =Bk(x, x0)Y0+
k∑

j=1

Bk(x, xj)
[
C̃jIj−1(xj)+Sj

]
+ Ik(x),

(24.11)

где Ik(x) =

∫ x

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds.

Следствие 24.4. Решение однородной (Rk ≡ 0 и Sk ≡ 0 для

всех k ) задачи (22.1), (22.2) имеет вид

Y 0(x) =





N−1∑
k=0

Bk(x, x0)Y0Θk(x), x ∈ [x0, xN);

BN(xN , x0)Y0, x = xN .

Следствие 24.5. Решение задачи Коши (22.1), (22.2) при ну-

левом начальном условии (Y0 = 0 ) имеет вид

Y ∗(x) =





N−1∑

k=0

{ k∑

j=1

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x),

x∈ [x0, xN),N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj, x = xN .

или, учитывая (24.11), вид

Y ∗(x)=





N−1∑

k=0

{ k∑

j=1

Bk(x, xj)
[
C̃jIj−1(xj)+Sj

]
+Ik(x)

}
Θk(x);

x∈ [x0,xN);N∑

j=1

BN(xN , xj)
[
C̃jIj−1(xj) + Sj

]
, x = xN .

Следствие 24.6. Решение исходной задачи (22.1), (22.2) до-

пускает представление Y (x) = Y 0(x) + Y ∗(x).
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Пример 24.7. На отрезке [0, 1] найдем решение начальной

задачи для неоднородной системы:

Y ′ −
(
δ
(
x− 1

2

)
δ
(
x− 1

2

)

−δ
(
x− 1

2

)
−δ
(
x− 1

2

)
)
Y =

(
−2δ

(
x− 1

2

)

2δ
(
x− 1

2

)
)
, (24.12)

Y (0) =

(
1

−1

)
. (24.13)

H Для системы (24.12) имеем

C1 =

(
1 1

−1 −1

)
, S1 =

(
−2

2

)
. (24.14)

Поскольку

C2
1 =

(
1 1

−1 −1

)(
1 1

−1 −1

)
≡
(
0 0

0 0

)
,

C1S1 =

(
1 1

−1 −1

)(
−2

2

)
≡
(
0

0

)
,

то система (24.12) корректна. Для ее коэффициентов множество

ω∗ =
{
x1 =

1
2

}
.

Определяющая система для (24.12) на всем рассматриваемом

отрезке имеет вид Y ′ = 0. Следовательно, фундаментальная мат-

рица вычисляется по формуле

B̃(x, s) = B̃0(x, s)= B̃1(x, s) = E2. (24.15)

Решение исходной задачи (24.12), (24.13) на отрезке [0, 1]

(правый конец включаем в силу замечания 24.2) ищем в виде

(24.4), т. е.

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x),

где Θ0(x),Θ1(x) — характеристические функции промежутков[
0, 1

2

)
и
[
1
2
, 1
]

соответственно.
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На полуинтервале
[
0, 1

2

)
решение задачи (24.12), (24.13) вы-

числяем по формуле Y0(x) = B̃(x, 0)Y (0), следовательно,

Y0(x) =

(
1

−1

)
.

Пусть x ∈
[
1
2
, 1
]
. Тогда по формуле (24.9) с учетом мульти-

пликативного представления (23.11) запишем решение

Y1(x) =
[
B1 (x, 0)Z0 +B1(x,

1
2
)Z1

]
=

= B̃
(
x, 1

2

) [
C̃1B̃

(
1
2
, 0
)
Y (0) + S1

]
,

откуда в силу (24.14), (24.15) и равенства C̃1=E +C1, имеем

Y1(x) =

[(
2 1

−1 0

)(
1

−1

)
+

(
−2

2

)]
=

(
−1

1

)
.

В завершение убедимся, что выполняется условие (22.4) скачка

решения задачи (24.12), (24.13) в точке x = 1
2
. Действительно,

поскольку

∆Y
(
1
2

)
= Y1

(
1
2

)
− Y0

(
1
2

)
=

(
−1

1

)
−
(

1

−1

)
=

(
−2

2

)
,

C1Y
(
1
2
−0
)
+S1 = C1Y0

(
1
2

)
+S1 =

=

(
1 1

−1 −1

)(
1

−1

)
+

(
−2

2

)
=

(
−2

2

)
,

то в точке x = 1
2

выполняется условие

∆Y
(
1
2

)
= C1Y

(
1
2
−0
)
+ S1.

N
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§ 25. Рекуррентное представление решения

Отметим, что на практике для отыскания решения задачи (22.1),

(22.2) вместо громоздких формул (24.1)–(24.3) целесообразнее

пользоваться полученными ниже, в теореме 25.1, рекуррентными

формулами, которые для построения решения на каждом следу-

ющем полуинтервале [xk, xk+1) требуют дополнительного вычис-

ления предельного значения решения на предыдущем полуинтер-

вале [xk−1, xk) в единственной точке xk.

Теорема 25.1. Решение начальной задачи (22.1), (22.2) мож-

но найти по следующим рекуррентным формулам:

Y0(x) = B̃0(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B̃0(x, s)R0(s)ds, x ∈ [x0, x1), (25.1)

Yk(x) = B̃k(x, xk)
[
C̃kYk−1(xk−0) + Sk

]
+

+

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, x ∈ [xk, xk+1), k=1, N−1, (25.2)

YN(xN) = C̃NYN−1(xN−0) + SN . (25.3)

Доказательство. Для k=0, т. е. на полуинтервале [x0, x1),

система (22.1) не содержит никаких обобщенных компонент и,

таким образом, представляет собой систему с непрерывными ко-

эффициентами. Следовательно, ее решение на данном полуинтер-

вале представимо в форме Коши (25.1).

Для k=1, т. е. на [x1, x2), решение системы (22.1) можно за-

писать в форме Коши с некоторым начальным вектором Y1 :

Y1(x) = B̃1(x, x1)Y1 +

x∫

x1

B̃1(x, s)R1(s)ds. (25.4)
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Используем условие сопряжения (22.4) для решения обобщенной

системы (22.1) в точке x = x1, т. е. условие

Y (x1) = C̃1Y (x1−0) + S1.

Учитывая, что Y (x1) =Y1(x1) =Y1, а Y (x1− 0) =Y0(x1− 0), име-

ем, фактически, выражение для начального вектора Y1 решения

системы (22.1) на полуинтервале [x0, x1). После его подстановки

в (25.4) получаем формулу (25.2) для k=1 :

Y1(x) = B̃k(x, x1)
[
C̃1Y0(x1−0) + S1

]
+

x∫

x1

B̃1(x, s)R1(s)ds.

Для произвольного k > 1 доказательство проводится с исполь-

зованием метода математической индукции. �

ЗАМЕЧАНИЕ 25.2. Теперь формулу (24.1) легко получить как

следствие из теоремы 25.1.

ЗАМЕЧАНИЕ 25.3. В случае, если xN /∈ω∗, имеем CN =0,

SN =0 и, следовательно, по формуле (25.3)

YN(xN) = (E + CN)YN−1(xN−0) + SN = YN−1(xN−0),

т. е. решение Y (x) непрерывно слева в точке xN (сравн. c заме-

чанием 24.2).

Пример 25.4. На отрезке [0, 1] найдем решение неоднородной

начальной задачи

Y ′ −
(
Θ0(x)− Θ1(x) δ

(
x− 1

4

)

−δ(x−1) 2Θ0(x) + Θ1(x)

)
Y =

=

(
Θ1(x) +

1
2
δ
(
x− 1

4

)

xΘ0(x) + exΘ1(x) +
1
4
δ(x−1)

)
, (25.5)

Y (0) =
(
0 1

)
⊤

, (25.6)
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где Θ0(x) и Θ1(x) — характеристические функции полуинтерва-

лов
[
0, 1

4

)
и
[
1
4
, 1
)

соответственно.

H Система (25.5) является системой вида (22.1) с коэффици-

ентами

A0 =

(
1 0

0 2

)
, A1 =

(
−1 0

0 1

)
, R0 =

(
0

x

)
, R1 =

(
1

ex

)
,

C1 =

(
0 1

0 0

)
, C2 =

(
0 0

−1 0

)
, S1 =

(
1
2

0

)
, S2 =

(
0
1
4

)

и множеством носителей ω∗ =
{
x1 =

1
4
, x2 = 1

}
. Нетрудно убе-

диться в корректности данной системы.

Заметим, что соответствующая ей определяющая система сов-

падает с определяющей системой (23.18), рассмотренной в при-

мере 23.6. Поэтому фундаментальная матрица системы (25.5) на

полуинтервале [0, 1) имеет вид (23.20), а в точке x=1 приобре-

тает значение (23.21).

Первый способ. Найдем решение задачи (25.5), (25.6) на полу-

интервале [0, 1) по формуле (24.1):

Y (x) =

[
B0(x, 0)Z0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds

]
Θ0(x)+

+

[
B1(x, 0)Z0 +B1

(
x, 1

4

)
Z1 +

x∫

1/4

B̃1(x, s)R1(s)ds

]
Θ1(x).

В силу формул (23.17), (23.19), (23.20) имеем

B̃0(x, s) =

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)
, B̃1(x, s) =

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)
,

B0(x, 0) =

(
ex 0

0 e2x

)
, B1(x, 0) =

(
e−x+1

2 e−x+3
4

0 ex+
1
4

)
,
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B1(x,
1
4
) = B̃1(x,

1
4
) =

(
e−x+1

4 0

0 ex−
1
4

)
,

а в соответствии с (24.2):

Z0 = Y0 =


0

1


, Z1 = C̃1

x1∫

x0

B̃0(x1−0, s)R0(s)ds + S1 =

=


1 1

0 1




1
4∫

0


e

1
4−s 0

0 e2(
1
4−s)




0

s


ds +




1
2

0


 =

=




1
4∫
0

se
1
2−2sds + 1

2

1
4∫
0

se
1
2−2sds



=



−(1+2s)

4
e

1
2−2s
∣∣∣
1
4

0
+1

2

−(1+2s)

4
e

1
2−2s
∣∣∣
1
4

0


=




1
4
e

1
2 + 1

8

1
4
e

1
2 − 3

8


.

Запишем формулу для вычисления решения:

Y (x) =

[
e

x 0

0 e2x




0

1


 +

x∫

0


e

x−s 0

0 e2(x−s)




0

s


ds

]
Θ0(x)+

+

[
e

−x+1
2 e−x+3

4

0 ex+
1
4




0

1


 +


e

−x+1
4 0

0 ex−
1
4






1
4
e

1
2 + 1

8

1
4
e

1
2 − 3

8


+

+

x∫

1/4


e

−(x−s) 0

0 ex−s




 1

es


ds
]
Θ1(x) =




0

e2x+
x∫
0

se2(x−s)ds


Θ0(x)+

+




5
4
e−x+3

4 + 1
8
e−x+1

4 +
x∫

1/4

e−x+sds

5
4
ex+

1
4 − 3

8
ex−

1
4 +

x∫
1/4

exds



Θ1(x).



§ 25. Рекуррентное представление решения 183

Отсюда после вычисления интегралов и приведения подобных

слагаемых получим

Y (x) =




[
5
4
e−x+3

4−7
8
e−x+1

4+1
]
Θ1(x)

[
5
4
e2x−1

2
x−1

4

]
Θ0(x)+

[
5
4
ex+

1
4−3

8
ex−

1
4+
(
x−1

4

)
ex
]
Θ1(x)


.

Значение решения задачи (25.5), (25.6) в точке x=1 вычислим

по формуле (24.3):

Y (1) = B2(1, 0)Z0 +B2

(
1, 1

4

)
Z1 +B2(1, 1)Z2.

Учтем, что B2(1, 1) = E2, и найдем по формуле (24.10)

B2(1, 0) = C̃2B1(1−0, 0) =

=

(
1 0

−1 1

)(
e−

1
2 e−

1
4

0 e
5
4

)
=

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4−e−1

4

)
,

B2

(
1, 1

4

)
= C̃2B1

(
1−0, 1

4

)
=

=

(
1 0

−1 1

)(
e−

3
4 0

0 e
3
4

)
=

(
e−

3
4 0

−e−3
4 e

3
4

)

и по формуле (24.2)

Z2 = C̃2

x2∫

x1

B̃1(x2, s)R1(s)ds + S2 =

=

(
1 0

−1 1

) 1∫

1/4

(
e−1+s 0

0 e1−s

)(
1

es

)
ds +

(
0
1
4

)
=

=




1∫
1/4

es−1ds

1∫
1/4

(e−es−1) ds + 1
4


 =

(
1− e−

3
4

3
4
(e−1) + e−

3
4

)
.
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Таким образом, значение решения задачи (25.5), (25.6) в точке

x=1 равно

Y (1) =

(
e−

1
2 e−

1
4

−e−1
2 e

5
4−e−1

4

)(
0

1

)
+

(
e−

3
4 0

−e−3
4 e

3
4

)(
1
4
e

1
2 + 1

8
1
4
e

1
2 − 3

8

)
+

+

(
1− e−

3
4

3
4
(e−1) + e−

3
4

)
=

(
5
4
e−

1
4 − 7

8
e−

3
4 + 1

5
4
e

5
4 + 3

4
e− 3

8
e

3
4 − 3

4
− 5

4
e−

1
4 + 7

8
e−

3
4

)
.

Второй способ. Найдем решение задачи (25.5), (25.6) на от-

резке [0, 1] , используя рекуррентные формулы (25.1)–(25.3).

На полуинтервале
[
0, 1

4

)
решение имеет вид

Y0(x) = B̃0(x, 0)Y0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds =

=

(
ex 0

0 e2x

)(
0

1

)
+

x∫

0

(
ex−s 0

0 e2(x−s)

)(
0

s

)
ds =

(
0

5
4
e2x−1

2
x−1

4

)
,

на полуинтервале
[
1
4
, 1
)

— вид

Y1(x) = B̃1

(
x, 1

4

)[
C̃1Y0

(
1
4
−0
)
+ S1

]
+

x∫

1/4

B̃1(x, s)R1(s)ds =

=

(
e−x+

1
4 0

0 ex−
1
4

)[(
1 1

0 1

)(
0

5
4
e

1
2 − 3

8

)
+

(
1
2

0

)]
+

+

x∫

1/4

(
e−(x−s) 0

0 ex−s

)(
1

es

)
ds =

(
5
4
e−x+3

4 − 7
8
e−x+1

4 + 1
5
4
ex+

1
4 − 3

8
ex−

1
4 +

(
x− 1

4

)
ex

)
,

а в точке x=1 вычисляется следующим образом:

Y2(1) = C̃2Y1

(
1−0, 1

4

)
+ S2 =

(
1 0

−1 1

)(
5
4
e−

1
4−7

8
e−

3
4+1

5
4
e

5
4−3

8
e

3
4+3

4
e

)
+

(
0
1
4

)
,



§ 25. Рекуррентное представление решения 185

откуда

Y (1) = Y2(1) =

(
5
4
e−

1
4 − 7

8
e−

3
4 + 1

5
4
e

5
4 + 3

4
e− 3

8
e

3
4 − 3

4
− 5

4
e−

1
4 + 7

8
e−

3
4

)
. (25.7)

Таким образом, решение начальной задачи (25.5), (25.6) на

всем полуинтервале [0, 1) представляется в виде

Y (x)=




[
5
4
e−x+3

4− 7
8
e−x+1

4+1
]
Θ1(x)[

5
4
e2x− 1

2
x− 1

4

]
Θ0(x)+

[
5
4
ex+

1
4− 3

8
ex−

1
4+
(
x− 1

4

)
ex
]
Θ1(x)


,

а в точке x=1 приобретает значение (25.7). N

Пример 25.5. На отрезке [0, π] найдем решение начальной

задачи

Y ′ −




Θ1(x) 2Θ0(x)− Θ1(x) −Θ1(x)

Θ1(x)− δ(x− π) Θ0(x) + Θ1(x) Θ0(x)

3Θ1(x) δ
(
x− π

2

)
Θ0(x) + Θ1(x)


Y =

=




2Θ0(x)− δ
(
x− π

2

)

(x + 1)Θ0(x)− Θ1(x) + δ(x− π)

Θ0(x) + Θ1(x) + δ
(
x− π

2

)
+ 2δ(x− π)


, (25.8)

Y (0) =



1

1

1


 , (25.9)

где Θ0(x),Θ1(x) — характеристические функции полуинтервалов[
0, π

2

)
и
[
π
2
, π
)

соответственно.

H Система (25.8) является системой вида (22.1) со следующи-

ми коэффициентами:

A0=



0 2 0

0 1 1

0 0 1


, A1=




1 −1−1

1 1 0

−3 0 1


, R0=




2

x + 1

1


, R1=




0

−1

1


,
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C1=



0 0 0
0 0 0
0 1 0


, C2=




0 0 0
−1 0 0
0 0 0


, S1=



−1
0
1


, S2=



0
1
2


,

для которой множество ω∗ =
{
x1 = π

2
, x2 = π

}
. Легко видеть,

что данная система является корректной.

Найдем решение задачи (25.8), (25.9) на полуинтервале
[
0, π

2

)
,

на котором определяющая система имеет вид

Y ′ =



0 2 0
0 1 1
0 0 1


Y (25.10)

и является системой дифференциальных уравнений с постоянны-

ми коэффициентами. Для отыскания ее фундаментальной мат-

рицы снова (см. пример 23.6) воспользуемся методом Эйлера в

матричной форме. Составим характеристическое уравнение для

системы (25.10)
∣∣∣∣∣∣∣

−λ 2 0
0 1−λ 1
0 0 1−λ

∣∣∣∣∣∣∣
= −λ(1−λ)2 = 0

и найдем его корни λ1=0, λ2= λ3=1 (собственные значения

матрицы A0 ).

Для простого корня λ1 = 0 частное решение ищем в виде

Ŷ1(x) =



α1

α2

α3


eλ1x =



α1

α2

α3




с неопределенными коэффициентами αk ∈ R, k = 1, 3. После

подстановки его в определяющую систему (25.10) получим си-

стему алгебраических уравнений

2α2 = 0, α2 + α3 = 0, α3 = 0,
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которая имеет решение вида α1∈R, α2=α3=0. Выбрав α1=1,

получим собственный вектор (1, 0, 0) матрицы A0 и соответству-

ющее частное решение системы (25.10):

Ŷ1(x) =



1

0

0


.

Для двукратного корня λ2,3 =1 частные решения будем искать

в виде

Ŷ2,3(x) =






α1

α2

α3


 +



β1
β2
β3


x


 ex.

После подстановки в уравнение (25.10), сокращения на ex и при-

равнивания коэффициентов при одинаковых степенях x получим

следующую систему алгебраических уравнений:

α1 − 2α2 + β1 = 0, β1 − 2β2 = 0, α3 − β2 = 0, β3 = 0.

Из этой системы имеем

α1 = 2(C1−C2), α2 = C1, α3 = β2 = C2, β1 = 2C2, β3 = 0,

где C1, C2∈R.

Выбрав сначала C1=1, C2=0, а потом наоборот, получим

еще два частные решения определяющей системы (25.10):

Ŷ2(x) =



2

1

0


ex, Ŷ3(x) =



2x−2

x

1


ex.

Для проверки того факта, что векторы Ŷ1(x), Ŷ2(x), Ŷ3(x) об-

разуют линейно независимую систему, достаточно вычислить их
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вронскиан в любой точке, например, при x=0 :

W (0) =

∣∣∣∣∣∣∣

1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex

∣∣∣∣∣∣∣
x=0

=

∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −2

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 6= 0.

Таким образом, интегральная матрица Φ(x) определяющей

системы (25.10) имеет вид

Φ(x) =



1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex


.

Построим фундаментальную матрицу системы (25.10) [52]:

B̃0(x, s)=Φ(x)Φ−1(s)=



1 2ex 2(x−1)ex

0 ex xex

0 0 ex






1 −2 2

0 e−s −se−s

0 0 e−s


=

=



1 2

(
ex−s−1

)
2(x−s)ex−s−2

(
ex−s−1

)

0 ex−s (x−s)ex−s

0 0 ex−s


.

Найдем теперь решение Y0(x) задачи (25.8), (25.9) на полуин-

тервале
[
0, π

2

)
по формуле

Y0(x) = B̃0(x, 0)Y0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds.

Таким образом, получим

Y0(x) =



1 2

(
ex−1

)
2xex−2

(
ex−1

)

0 ex xex

0 0 ex






1

1

1


 +
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+

x∫

0



1 2
(
ex−s−1

)
2(x−s)ex−s−2

(
ex−s−1

)

0 ex−s (x−s)ex−s

0 0 ex−s







2

s+1

1


ds =

=



1+2xex

(x+1)ex

ex


+

x∫

0



2xex−s−2s+2

(x+1)ex−s

ex−s


ds=




4xex−x2+1

2(x+1)ex−x−1

2ex−1


.

Следовательно,

Y0(x) =




4xex − x2 + 1

2(x + 1)ex − x− 1

2ex − 1


, x ∈

[
0, π

2

)
. (25.11)

Найдем решение Y1(x) начальной задачи (25.8), (25.9) для x ∈[
π
2
, π
)
. Определяющая система на этом полуинтервале

Y ′ =



1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


Y (25.12)

является системой дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами. Ее характеристическое уравнение
∣∣∣∣∣∣∣

1−λ −1 −1

1 1−λ 0

3 0 1−λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (1−λ)

[
(1−λ)2 + 4

]
= 0

имеет корни λ1=1, λ2,3=1 ± 2i, которым соответствуют (пред-

лагаем читателю убедиться в этом самостоятельно) частные ре-

шения

Ŷ1(x) =




0

1

−1


ex, Ŷ2(x) =




2 sin 2x

− cos 2x

−3 cos 2x


ex, Ŷ3(x) =



2 cos 2x

sin 2x

3 sin 2x


ex.
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Далее строим фундаментальную матрицу определяющей сис-
темы (25.12):

B̃1(x,s)=




0 2ex sin 2x 2ex cos 2x

ex −ex cos 2x ex sin 2x

−ex −3ex cos 2x 3ex sin 2x







0 2es sin 2s 2es cos 2s

es −es cos 2s es sin 2s

−es −3es cos 2s 3es sin 2s




−1

=

=




0 2exsin 2x 2excos 2x

ex −excos 2x exsin 2x

−ex −3excos 2x 3exsin 2x







0 3
4e

−s −1
4e

−s

1
2e

−ssin 2s −1
4e

−scos 2s −1
4e

−scos 2s
1
2e

−scos 2s 1
4e

−ssin 2s 1
4e

−ssin 2s


=

=



ex−s cos 2(x−s) −1

2e
x−s sin 2(x−s) −1

2e
x−s sin 2(x−s)

1
2
ex−s sin 2(x−s) 1

4
ex−s[cos 2(x−s) + 3] 1

4
ex−s[cos 2(x−s)− 1]

3
2e

x−s sin 2(x−s) 3
4e

x−s[cos 2(x−s)− 1] 1
4e

x−s[3 cos 2(x−s) + 1]


.

Теперь по формуле (25.2) запишем решение исходной зада-

чи (25.8), (25.9) на полуинтервале
[
π
2
, π
)
:

Y1(x) = B̃1

(
x, π

2

)[
C̃1Y0

(
π
2
−0
)
+ S1

]
+

x∫

π
2

B̃1(x, s)R1(s)ds (25.13)

Напомним, что C̃1 = E4+C1. Подставив в (25.13) соответствую-

щие матрицы и выполнив все необходимые вычисления, получим

Y1(x) =




[
−2π cos 2x+(π+3) sin 2x

]
ex+

+
[
π2

4
cos 2x− π+2

2
sin 2x

]
ex−

π
2 ;

[
−π+3

2
cos 2x− π sin 2x + π+1

2

]
ex+

+
[
π+2
4
cos 2x + π2

8
sin 2x− π+6

4

]
ex−

π
2 + 1;

[
−3π+9

2
cos 2x− 3π sin 2x− π+1

2

]
ex+[

3π+6
4

cos 2x + 3π2

8
sin 2x+ π+6

4

]
ex−

π
2 − 1




(25.14)

Окончательно, решение начальной задачи (25.8), (25.9) на по-

луинтервале [0, π) представляется в виде

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x),
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где Y0(x) и Y1(x) выражены формулами (25.11) и (25.14).

В точке x=π ∈ ω∗ значение решения следует вычислять по

отдельной формуле (25.3):

Y (π) = C̃2Y1(π−0) + S2 =




−2πeπ + π2

4
e

π
2

(2π − 1)eπ − π2+4
4
e

π
2 + 2

−(2π + 5)eπ + (π + 3)e
π
2 + 1


.

N

§ 26. Приведение краевой задачи к начальной

Докажем утверждение, которое лежит в основе одного специ-

ального метода решения краевых задач для дифференциальной

системы (22.1), заключающегося в приведении краевой задачи к

начальной.

Систему (22.1) рассмотрим вместе с краевыми условиями:

PY (x0) +QY (xN) = U, (26.1)

где P,Q ∈ C
p×p, U ∈ C

p.

Теорема 26.1. Если

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
6= 0, (26.2)

то при условиях корректности (22.3) существует единствен-

ное решение краевой задачи (22.1), (26.1), которое представи-

мо в виде (24.1)–(24.3) или (25.1)–(25.3), где начальный вектор

вычисляется по формуле

Y0 =
[
P +QBN(xN , x0)

]−1
[
U −Q

N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj

]
. (26.3)
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Доказательство. Согласно (24.3) имеем

Y (xN) = BN(xN , x0)Y0 +
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,

откуда

QY (xN) = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj.

Учитывая краевое условие (26.1), получим равенство

U − PY0 = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,

из которого следует формула (26.3). Условие (26.2) обеспечивает

существование обратной матрицы
[
P + QBN(xN , x0)

]−1
, а, сле-

довательно, и начального вектора Y0.

Таким образом, решение краевой задачи (22.1), (26.1) приведе-

но к нахождению решения начальной задачи (22.1), (26.3), кото-

рое согласно теореме 22.1 существует и единственно. �

Пример 26.2. Пусть задана обобщенная диференциальная си-

стема

Y ′ −


 0 4Θ0(x)+2Θ1(x)

−Θ0(x)−2Θ1(x)−δ
(
x− π

2

)
0


Y =

=

(
0

5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
)
, (26.4)

где Θ0(x), Θ1(x) — характеристические функции промежутков[
0, π

2

)
и
[
π
2
, π
]

соответственно. Найдем решение этой системы,

удовлетворяющее краевым условиям

PY (0) +QY (1) = 0, P =

(
0 1

0 0

)
, Q =

(
0 0

0 1

)
. (26.5)
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H Система (26.4) является системой вида (22.1) со следующи-

ми коэффициентами:

A0(x) =

(
0 4

−1 0

)
, A1(x) =

(
0 2

−2 0

)
, C1=

(
0 0

4 0

)
, C2=

(
0 0

0 0

)
,

R0(x) =

(
0

5

)
, R1(x) =

(
0

sinx

)
, S1 =

(
0

−20

)
, S2 =

(
0

0

)
.

Поскольку C2
1 = C2

2 = 0, C1S1 = C2S2 = 0, то система (26.4)

является корректной. Заметим, что ω∗ =
{
x1 =

π
2

}
.

Для системы (26.4) определяющая система

Y ′ =

[(
0 4

−1 0

)
Θ0(x) +

(
0 2

−2 0

)
Θ1(x)

]
Y

на каждом из промежутков
[
0, π

2

)
и
[
π
2
, π
]

является дифференци-

альной системой с постоянными коэффициентами. Нетрудно убе-

диться, что соответствующие фундаментальные матрицы имеют

вид

B̃0(x, s) =

(
cos 2(x−s) 2 sin 2(x−s)

−1
2
sin 2(x−s) cos 2(x−s)

)
,

B̃1(x, s) =

(
cos 2(x−s) sin 2(x−s)
− sin 2(x−s) cos 2(x−s)

)
.

Проверим условие (26.2) существования единственного решения

для задачи (26.4), (26.5). Учитывая, что x=π /∈ ω∗, в силу за-

мечания 23.3 и следствия 23.4 имеем

B2(π, 0) = B1(π−0, 0) = B̃1

(
π−0, π

2

)
C̃1B̃0

(
π
2
−0, 0) =

=

(
−1 0

0 −1

)(
1 0

4 1

)(
−1 0

0 −1

)
=

(
1 0

4 1

)
.

B2

(
π, π

2

)
= B1

(
π−0, π

2

)
= B̃1

(
π−0, π

2

)
=

(
−1 0

0 −1

)
.
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Вычислим определитель

det
[
P +QB2(π, 0)

]
=det

[(
0 1

0 0

)
+

(
0 0

0 1

)(
1 0

4 1

)]
=

∣∣∣∣∣
0 1

4 1

∣∣∣∣∣=−4.

Поскольку det
[
P +QB2(π, 0)

]
6= 0, то по теореме 26.1 реше-

ние краевой задачи (26.4), (26.5) будем вычислять по форму-

лам (24.1)–(24.3) или (25.1)–(25.3), начальный вектор в которых

определяется согласно (26.3). Таким образом, имеем

Y0 = −
[
P +QB2(π, 0)

]−1
Q
[
B2

(
π, π

2

)
Z1 + Z2

]
.

Для отыскания векторов Z1 и Z2 используем соотношение (24.2):

Z1 = C̃1

π
2∫

0

B̃0

(
π
2
, s
)
R0(s)ds + S1 =

=

(
1 0

4 1

) π
2∫

0

(
cos(π−2s) 2 sin(π−2s

)

−1
2
sin(π−2s) cos(π−2s)

)(
0

5

)
ds +

(
0

−20

)
=

=

(
1 0

4 1

)



10

π
2∫
0

sin(π−2s)ds

5

π
2∫
0

cos(π−2s)ds


 +

(
0

−20

)
=

(
10

20

)
,

Z2 = C̃2

π∫

π
2

B̃1

(
π, s

)
R1(s)ds + S2 =

=

π∫

π
2

(
cos 2

(
π−s

)
sin 2

(
π−s

)

− sin 2
(
π−s

)
cos 2

(
π−s

)
)(

0

sin s

)
ds =

=




−
π∫
π
2

sin 2s sin sds

π∫
π
2

cos 2s sin sds


 =

(
2
3

−1
3

)
.
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Тогда

Y0 =−
(
0 1

4 1

)−1(
0 0

0 1

)[(
−1 0

0 −1

)(
10

20

)
+

(
2
3

−1
3

)]
=

(
61
12

0

)
.

Воспользовавшись теперь рекуррентными формулами (25.1)–

(25.3) с начальным вектором Y0, запишем решение краевой за-

дачи (26.4), (26.5).

На полуинтервале
[
0, π

2

)
решение имеет вид

Y0(x)=B̃0(x, 0)Y0 +

x∫

0

B̃0(x, s)R0(s)ds=

(
cos 2x 2 sin 2x

−sin 2x
2

cos 2x

)(
61
12

0

)
+

+

x∫

0

(
cos 2(x−s) 2 sin 2(x−s)
−sin 2(x−s)

2
cos 2(x−s)

)(
0

5

)
ds =

(
1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x

)
.

Запишем решение краевой задачи при x ∈
[
π
2
, π
]
:

Y1(x) = B̃1

(
x, π

2

)[
C̃1Y0

(
π
2
− 0
)
+ S1

]
+

x∫

π
2

B̃1(x, s)R1(s)ds =

=

(
cos(2x−π) sin(2x−π)

− sin(2x−π) cos(2x−π)

)[(
1 0

4 1

)(
1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x

)
+

+

(
0

−20

)]
+

x∫

π
2

(
cos 2(x− s) sin 2(x− s)

− sin 2(x− s) cos 2(x− s)

)(
0

sin s

)
ds =

=

(
−1

6
sin 4x−1

8
cos2 2x−5 cos 2x+ 1

24
1
16
sin 4x−1

3
cos2 2x+5 sin 2x

)
+

(
2
3
cos 2x+2

3
sinx

1
3
cosx+1

3
sin 2x

)
=

=

(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24
1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 16

3
sin 2x + 1

3
cos x

)
.

Таким образом, решение краевой задачи (26.4), (26.5) предста-

вимо в виде

Y (x) = Y0(x)Θ0(x) + Y1(x)Θ1(x), (26.6)
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где

Y0(x) =

(
1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x

)
,

Y1(x) =

(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24
1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 16

3
sin 2x + 1

3
cos x

)
.

N

§ 27. Квазидифференциальные уравнения с

кусочно-непрерывными коэффициентами и δ

-особенностями

Рассмотрим обобщенное КДУ
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (27.1)

с коэффициентами вида

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x),

2) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x), i = 0, n, j = 0,m, i·j = 0;

3) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x) +
N∑
k=1

akijδk(x), i = 1, n, j = 1,m,

4) fr(x) =
N−1∑
k=0

f̃ k
r (x)Θk(x) +

N∑
k=1

f k
r δk(x), r = 0,m−1,

где y : I → C — неизвестная функция, ãkij(x), f̃
k
r (x) — непре-

рывные на полуинтервале Ik = [xk, xk+1) функции, akij, f
k
r — дей-

ствительные числа. Для КДУ (27.1) квазипроизводные вводятся
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по формулам (15.2) с учетом случая l=m− 1, а именно:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i)+f ′

m−j(x), j = 1,m.

Тогда КДУ (27.1) приводится к системе вида (22.1):

Y ′ −
(

N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδ(x−xk)

)
Y =

=
N−1∑

k=0

Rk(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Skδ(x−xk),

где Y (x) =
(
y(x), y[1](x), . . . , y[q−1](x)

)⊤
— неизвестная вектор-

функция, векторы Rk и Sk имеют вид

Rk(x) =
(
0, . . . , 0, f̃ k

m−1(x), . . . , f̃
k
1 (x), f̃

k
0 (x)

)⊤
, (27.2)

Sk =
(
0, . . . , 0, f k

m−1, . . . , f
k
1 , f

k
0

)
⊤

, (27.3)

а матрицы Ak(x) и Ck порядка q имеют следующую блочную

структуру:

Ak(x) =

(
Ak

11(x) Ak
12(x)

Ak
21(x) Ak

22(x)

)
, Ck =

(
Onm On

Ck
21 Omn

)
, (27.4)

где

Ak
11(x) =




0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

− ãkn0(x)

ãk00(x)
− ãkn−1,0(x)

ãk00(x)
. . . − ãk10(x)

ãk00(x)



, (27.5)
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Ak
12(x) =




0 0 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 0
1

ãk00(x)
0 . . . 0



, (27.6)

Ak
21(x)=




ãkn1(x)− ãk01(x)ã
k
n0(x)

ãk00(x)
. . . ãk11(x)− ãk01(x)ã

k
10(x)

ãk00(x)... . . . ...

ãkn,m(x)−
ãk0,m(x)ãkn0(x)

ãk00(x)
. . . ãk1,m(x)−

ãk0,m(x)ãk10(x)

ãk00(x)


, (27.7)

Ak
22(x) =




ãk01(x)

ãk00(x)
−1 . . . 0

... ... . . . ...
ãk0,m−1(x)

ãk00(x)
0 . . . −1

ãk0,m(x)

ãk00(x)
0 . . . 0



, (27.8)

Ck
21 =




akn1 akn−1,1 . . . ak11
akn2 akn−1,2 . . . ak12
. . . . . . . . . . . .

aknm akn−1,m . . . ak1m



. (27.9)

Заметим, что вид матриц Ck и векторов Sk, k=1, N, гаранти-

рует выполнение условий корректности (22.3) для системы (22.1).

Соответствующая ей определяющая система эквивалентна КДУ

n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j

(
N−1∑

k=0

ãkij(x)Θk(x) y
(n−i)

)(m−j)

= 0. (27.10)

КДУ (27.10) естественно назвать определяющим для соответ-

ствующего КДУ (27.1).

Отметим, что фундаментальную матрицу B̃k(x, s) определя-

ющей системы на Ik, k=0, N−1, можно найти по формуле

(13.7), если только будет известна функция Коши КДУ (27.10)
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на этом полуинтервале, т. е. функция Коши K̃k(x, s) уравнения
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
ãkij(x)y

(n−i)
)(m−j)

= 0.

Для КДУ (27.1) поставим начальные условия

y[ν](x0) = yν0 , y
ν
0 ∈ R, ν = 0, q−1. (27.11)

Если условия (27.11) записать в векторном виде

Y (x0) =
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)
⊤

, (27.12)

то начальная задача (27.1), (27.11) будет эквивалентна задаче

(22.1), (22.2) с начальным вектором (27.12). Решив последнюю,

получим выражение для решения y(x) начальной задачи (27.1),

(27.11) и его квазипроизвдных.

Пример 27.1. Рассмотрим задачу о вынужденных продольных

колебаниях закрепленного на концах стержня длиной π кусочно-

постоянного сечения f(x) с сосредоточенной массой и обобщен-

ной внешней нагрузкой:
(
f(x)y′

)′
+ 4
[
f(x)− δ

(
x− π

2

)]
y =

= 5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
, (27.13)

y′(0) = y[1](π) = 0, (27.14)

где Θ0(x),Θ1(x) — характеристические функции промежутков[
0, π

2

)
и
[
π
2
, π
]

соотвественно,

f(x) =
1

4
Θ0(x) +

1

2
Θ1(x), (27.15)

а y[1](x) = f(x)y′(x) — квазипроизводная решения y(x).

H Запишем для КДУ (27.13) множество носителей его обоб-

щенных коэффициентов: ω∗ =
{
x1 = π

2

}
. При помощи вектора
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Y =
(
y, y[1]

)
⊤

КДУ (27.13) приводим к системе

Y ′ =

(
0 f−1(x)

−4
[
f(x)−δ

(
x− π

2

)]
0

)
Y +

+

(
0

5Θ0(x) + sinxΘ1(x)− 20δ
(
x− π

2

)
)
. (27.16)

Учитывая (27.15), имеем f−1(x) = 4Θ0(x) + 2Θ1(x). Следова-

тельно, система (27.16) является системой вида (26.4). Краевые

условия (27.14) запишем в векторном виде

PY (0) +QY (1) = 0, P =

(
0 1

0 0

)
, Q =

(
0 0

0 1

)
.

Таким образом, мы получили задачу (26.4), (26.5), решение

которой представляется сплайном (26.6), а его первая координата

есть решение задачи (27.13), (27.14):

y(x) =
(
5 + 1

12
cos 2x

)
Θ0(x)+

+
(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24

)
Θ1(x).

N

Пример 27.2. Найдем решение краевой задачи
(

N−1∑

k=0

λk(x)Θk(x) t
′
)′

=
N−1∑

k=0

rk(x)Θk(x) +
N−1∑

k=1

skδ(x−xk), (27.17)

t(x0) = t0, t(xN) = tN , (27.18)

где t(x) — искомая функция, Θk(x) — характеристическая функ-

ция полуинтервала Ik = [xk, xk+1)
1), λk, rk ∈ C[xk, xk+1), sk ∈ R.

H Задача (27.17), (27.18) является математической моделью

распределения одномерного стационарного температурного поля

1) ΘN−1(x) — характеристическая функция отрезка [xN−1, xN ].
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в многослойной бесконечной плите с кусочно-непрерывным ко-

эффициентом теплопроводности при наличии непрерывно распре-

деленных и точечных источников тепла. Следовательно, λk(x)

— коэффициент теплопроводности на полуинтервале [xk, xk+1),

rk(x) — функция распределения источника тепла на [xk, xk+1),

sk — интенсивности точечных источников тепла. Краевые усло-

вия означают, что на внешней поверхности плиты задан темпера-

турный режим.

Квазипроизводная в этом случае определяется выражением

t[1](x) =
N−1∑

k=0

λk(x)Θk(x) · t′(x).

С помощью вектора Y =
(
t, t[1]

)
⊤

задачу (27.17), (27.18) запишем

в матричной форме

Y ′ −



0

N−1∑

k=0

Θk(x)

λk(x)

0 0


Y =




0
N−1∑

k=0

rk(x)Θk(x)


 +




0
N−1∑

k=1

skδ(x−xk)


,

(27.19)
(
1 0

0 0

)
Y (x0) +

(
0 0

1 0

)
Y (xN) =

(
t0
tN

)
. (27.20)

Последняя задача является задачей вида (22.1), (26.1), если обо-

значить

Ak(x) =

(
0 1

λk(x)

0 0

)
, Ck =

(
0 0

0 0

)
, Rk(x) =

(
0

rk(x)

)
, Sk =

(
0

sk

)
,

P =

(
1 0

0 0

)
, Q =

(
0 0

1 0

)
, U =

(
t0
tN

)
.
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Определяющей для дифференциальной системы (27.19) является

система

Y ′ =



0

N−1∑
k=0

Θk(x)

λk(x)

0 0


Y.

Непосредственной проверкой легко убедиться, что фундамен-

тальная матрица B̃k(x, s) этой системы на полуинтервале Ik, т. е.

фундаментальная матрица системы

Y ′
k =

(
0 1

λk(x)

0 0

)
Yk, k = 0, N−1,

имеет вид

B̃k(x, s) =

(
1 bk(x, s)

0 1

)
, (27.21)

где для удобства записи обозначено

bk(x, s) =

x∫

s

dτ

λk(τ )
.

Сразу заметим, что произведение матриц вида (27.21) является

матрицей такого же вида:

B̃k(x, s) · B̃l(x, s) =

(
1 [bk + bl](x, s)

0 1

)
. (27.22)

Тогда фундаментальная матрица B(x, x0) системы (27.19) стро-

ится по формулам (23.3), (23.4), причем согласно замечанию 23.3

BN(xN , x0) = BN−1(xN−0, x0),

а в силу (23.1) имеем bk(x− 0, s) = bk(x, s).

Далее, учитывая формулу (23.10), вид матриц P, Q, Ck,

B̃k(x, s), а также свойства (27.22), вычислим

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
= det

[
P +QBN−1(xN−0, x0)

]
=
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= det

[(
1 0

0 0

)
+

(
0 0

1 0

)
N−1∏

i=0

(
1 bN−i−1(xN−i, xN−i−1)

0 1

)]
=

= det



(
1 0

0 0

)
+

(
0 0

1 0

)

1

N−1∑
i=0

bN−i−1(xN−i, xN−i−1)

0 1





 =

=

∣∣∣∣∣∣∣

1 0

1
N−1∑
i=0

bi(xi+1, xi)

∣∣∣∣∣∣∣
=

N−1∑

i=0

xi+1∫

xi

dτ

λi(τ )
.

Следовательно,

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
=

N−1∑

i=0

xi+1∫

xi

dτ

λi(τ )
. (27.23)

Таким образом, в силу теоремы 26.1 при условии

N−1∑

i=0

xi+1−0∫

xi

dτ

λi(τ )
6= 0

существует единственное решение краевой задачи (27.19),

(27.20), представимое в виде (24.1), т. е.

Y (x) =
N−1∑

k=0

{
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x). (27.24)

Прежде всего вычислим интеграл в правой части (27.24):
x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds=

x∫

xk

(
1 bk(x, s)

0 1

)(
0

rk(s)

)
ds=

(
Ik(x)

I [1]
k (x)

)
,

(27.25)

где для удобства записи обозначено

Ik(x) =

x∫

xk

bk(x, s)rk(s)ds, I [1]
k (x) =

x∫

xk

rk(s)ds.



204 Глава 4. Структура решений обобщенных КДУ

Теперь, учитывая (27.25), найдем Zj, j≥ 1, согласно (24.2):

Zj = C̃j

xj∫

xj−1

B̃j−1(xj, s)Rj−1(s)ds + Sj =

=

(
1 0

0 1

)(
Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj)

)
+

(
0

sj

)
=

(
Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj) + sj

)
. (27.26)

Используя мультипликативное представление (23.11), свой-

ство (27.22) и вид (27.26) векторов Zj, вычислим теперь сумму
k∑

j=1
Bk(x, xj)Zj для k = 1, N − 1 :

k∑

j=1

Bk(x, xj)Zj=
k∑

j=1

B̃k(x, xk)
k−j−1∏

i=0

C̃k−iB̃k−i−1(xk−i, xk−i−1)Zj=

=
k∑

j=1

(
1bk(x, xk)

0 1

)

1
k−j−1∑
i=0

bk−i−1(xk−i, xk−i−1)

0 1



(

Ij−1(xj)

I [1]
j−1(xj)+sj

)
=

=
k∑

j=1



Ij−1(xj) +

[
I [1]
j−1(xj) + sj

][
bk(x, xk) +

k−1∑
i=j
bi(xi+1, xi)

]

I [1]
j−1(xj) + sj


.

Наконец, найдем начальный вектор Z0=Y0 по формуле (26.3),

приняв во внимание (27.23) и только что полученное представле-

ние для
k∑

j=1
Bk(x, xj)Zj :

Z ′
0

[
P +QBN(xN , x0)

]−1
[
U−QZN−Q

N−1∑

j=1

BN−1(xN − 0, xj)Zj

]
=

=



1 0

1
N−1∑
i=0

bi(xi+1, xi)




−1 [(
t0
tN

)
−
(

0

IN−1(xN)

)
−
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−
N−1∑

j=1




0

Ij−1(xj) +
[
I [1]
j−1(xj) + sj

]N−1∑
i=j
bi(xi+1, xi)





.

После несложных преобразований, связанных с вычислением об-

ратной матрицы и матричного произведения, имеем

Z0 =




t0

tN−t0−
N∑
j=1

Ij−1(xj−0)−
N−1∑
j=1

(
I [1]
j−1(xj−0)+sj

)N−1∑
i=j

bi(xi+1−0,xi)

N−1∑
i=0

bi(xi+1−0,xi)


. (27.27)

Подставив выражения (27.25)–(27.27) в формулу (27.24) и

упростив, получим решение краевой задачи (27.19), (27.20), пер-

вая координата которого есть решение y(x) краевой задачи

(27.17), (27.18), а вторая — его квазипроизводная. N

§ 28. Частично вырожденные квазидифференциальные

уравнения

Рассмотрим один специальный класс КДУ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 28.1. Частично вырожденным КДУ назовем

уравнение вида (27.1)
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (28.1)

со следующими предположениями относительно коэффициентов

и правой части:

1) aij(x) =
N−1∑
k=0

akijΘk(x), a
k
ij ∈R, i=0, n, j =0,m, i·j=0;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m;
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3) fr(x) =
N∑
k=1

f k
rΘk(x), f

k
r ∈ R, r = 0,m− 1.

Очевидно, частично вырожденное КДУ указанным выше спо-

собом приводится к обобщенной дифференциальной системе с

кусочно-постоянными коэффициентами

Y ′(x)−
(

N−1∑

k=0

AkΘk +
N∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y (x) =

N∑

k=1

Skδk(x), (28.2)

где матрицы Ak, Ck и векторы Sk определяются в соответствии

с формулами (27.4)–(27.7) и (27.3) с учетом равенств

ãkij(x) =




akij, i·j = 0;

0, i·j 6= 0,
f̃ k
r (x) = 0.

По теореме 24.1 решение системы (28.2), удовлетворяющее на-

чальному условию Y (x0) = Y0, имеет вид

Y (x) =





N−1∑
k=0

(
Bk(x, x0)Y0 +

k∑
j=1

Bk(x, xj)Sj

)
Θk(x), x∈ [x0, xN),

BN(xN , x0)Y0 +
N∑
j=1

BN(xN , xj)Sj, x = xN ,

в частности, в силу замечания 24.2 в случае, если x=xN /∈ω∗,

решение для x∈ [x0, xN ] запишется в виде

Y (x)=
N−1∑

k=0

(
Bk(x, x0)Y0 +

k∑

j=1

Bk(x, xj)Sj

)
Θk(x), (28.3)

здесь ΘN−1(x) является характеристической функцией отрезка

[xN−1, xN ].

Тогда решение соответствующего частично вырожденного КДУ

с начальным условием

y[ν](x0) = yν0 , ν = 0, q − 1,

представляется в форме
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y(x)=





N−1∑
k=0

(
q−1∑
i=0
K

{i}
k (x, x0)y

[q−i−1]
0 +

k∑
j=1

m+1∑
i=0
K

{i}
k (x, xj)f

j
i

)
Θk(x),

x ∈ [x0, xN),
q−1∑
i=0
K

{i}
k (x, x0)y

[q−i−1]
0 +

k∑
j=1

m+1∑
i=0
K

{i}
k (x, xj)f

j
i , x=xN .

где K
{i}
k (x, xj) — квазипроизводная порядка i (в смысле сопря-

женного уравнения) функции Коши данного частично вырожден-

ного КДУ для x ∈ Ik.

Пример 28.2. На отрезке [0, π] найдем решение начальной

задачи для частично вырожденного КДУ

y′′+
[
1+ 1

6
δ
(
x− π

4

)
+ 1

8
δ
(
x− π

2

)]
y = δ

(
x− π

4

)
+2δ

(
x− π

2

)
, (28.4)

y(0) = 0, y′(0) = 1. (28.5)

H Для частично вырожденного КДУ (28.4) множество носи-

телей обобщенных коэффициентов ω∗ =
{
x1 =

π
4
; x2 =

π
2

}
, а ква-

зипроизводная y[1] совпадает с обычной производной y′.

Задача (28.4), (28.5) эквивалентна начальной задаче

Y ′ −
(

0 1

−
[
1 + 1

6
δ
(
x− π

4

)
+ 1

8
δ
(
x− π

2

)]
0

)
Y =

=

(
0

δ
(
x− π

4

)
+ 2δ

(
x− π

2

)
)
, (28.6)

Y0 =

(
0

1

)
, (28.7)

которая является задачей вида (22.1), (22.2), где Y = (y, y′)
⊤

,

A0=A1=A2=

(
0 1

−1 0

)
, C1=

(
0 0

−1
6
0

)
, C2=

(
0 0

−1
8
0

)
, C3=

(
0 0

0 0

)
,
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R0=R1=R2=S3=

(
0

0

)
, S1=

(
0

1

)
, S2=

(
0

2

)
.

Дифференциальная система

Y ′ =

(
0 1

−1 0

)
Y (28.8)

является определяющей для системы (28.6).

Покажем, как можно построить фундаментальную матрицу

системы (28.8), используя теорему 13.5. С учетом вида вектора

Y и квазипроизводной y[1] = y′, получается, что эта система рав-

носильна определяющему КДУ для исходного уравнения (28.4),

т. е. уравнению y′′+y = 0. Поскольку квазипроизводная в смысле

исходного уравнения совпадает с обычной производной, то функ-

цию Коши K̃(x, s) этого уравнения можно найти классическим

способом:

K̃(x, s) = sin(x−s)
Учитывая вид квазипроизводных в смысле исходного и сопряжен-

ного уравнений, имеем

K̃ [1](x, s) =
∂K̃(x, s)

∂x
= cos(x−s),

K̃{1}(x, s) = −∂K̃(x, s)

∂s
= cos(x−s),

K̃ [1]{1}(x, s) = −∂
2K̃(x, s)

∂x∂s
= − sin(x−s),

Следовательно, по теореме 13.5 фундаментальная матрица

определяющей системы на каждом из полуинтервалов
[
0, π

4

)
,[

π
4
, π
2

)
и [0, π] имеет вид

B̃k(x, s) =

(
cos(x−s) sin(x−s)
− sin(x−s) cos(x−s)

)
, k = 0, 1, 2. (28.9)
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Запишем решение задачи (28.6), (28.7) по формуле (28.3):

Y (x) = B0(x, 0)Y0Θ0(x) +
[
B1(x, 0)Y0 +B1

(
x, π

4

)
S1

]
Θ1(x)+

+
[
B2(x, 0)Y0 +B2

(
x, π

4

)
S1 + B2

(
x, π

2

)
S2

]
Θ2(x). (28.10)

Используя выражения (23.4), (23.11) и (28.9), вычислим необхо-

димые значения фундаментальной матрицы:

B0(x, 0) = B̃0(x, 0) =

(
cos x sinx

− sinx cos x

)
,

B1

(
x, π

4

)
= B̃1

(
x, π

4

)
=


 cos

(
x− π

4

)
sin
(
x− π

4

)

− sin
(
x− π

4

)
cos
(
x− π

4

)


 =

=




√
2
2
cos x +

√
2
2
sinx −

√
2
2
cosx +

√
2
2
sinx

√
2
2
cosx−

√
2
2
sinx

√
2
2
cosx +

√
2
2
sinx


,

B1(x, 0) = B̃1

(
x, π

4

)
C̃1B̃0

(
π
4
, 0
)
=

=

(
cos
(
x− π

4

)
sin
(
x− π

4

)

− sin
(
x− π

4

)
cos
(
x− π

4

)
)(

1 0

−1
6
1

)


√
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2


 =

=




13
12
cos x− 1

12
sinx 1

12
cosx + 11

12
sinx

− 1
12
cos x− 13

12
sinx 11

12
cosx− 1

12
sinx


,

B2

(
x, π

2

)
=B̃2

(
x, π

2

)
=

(
cos
(
x−π

2

)
sin
(
x−π

2

)

−sin
(
x−π

2

)
cos
(
x−π

2

)
)
=

(
sinx −cosx

cos x sinx

)
,

B2

(
x, π

4
) = B̃2

(
x, π

2

)
C̃2B̃1

(
π
2
, π
4

)
=

=

(
sinx −cosx

cos x sinx

)(
1 0

−1
8
1

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)
=
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=




9
√
2

16
cosx +

√
2
2
sinx −7

√
2

16
cos x +

√
2
2
sinx

√
2
2
cos x− 9

√
2

16
sinx

√
2
2
cosx + 7

√
2

16
sinx


,

B2(x, 0)= B̃2

(
x, π

2

)
C̃2B̃1

(
π
2
, π
4

)
C̃1B̃0

(
π
4
, 0
)
=

=


sinx −cosx

cosx sinx




 1 0

−1
8
1






√
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2




 1 0

−1
6
1






√
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2


 =

=




103
96

cos x− 1
12
sinx 19

96
cosx + 11

12
sinx

− 1
12
cosx− 103

96
sinx 11

12
cosx− 19

96
sinx


.

После подстановки этих матриц в (28.10) имеем решение началь-

ной задачи (28.6), (28.7)

Y (x) =


sinx

cosx


Θ0(x) +




1−6
√
2

12
cosx + 11+6

√
2

12
sinx

11+6
√
2

12
cosx− 1−6

√
2

12
sinx


Θ1(x)+

+


−173+42

√
2

96
cos x + 11+6

√
2

12
sinx

11+6
√
2

12
cosx + 173+42

√
2

96
sinx


Θ2(x).

Понятно, что первая координата вектора Y (x) является решени-

ем начальной задачи (28.4), (28.5), т. е.

y(x) = sinxΘ0(x) +
(
1−6

√
2

12
cosx + 11+6

√
2

12
sinx

)
Θ1(x)+

+
(
−173+42

√
2

96
cos x + 11+6

√
2

12
sinx

)
Θ2(x).

N
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§ 29. Вырожденные квазидифференциальные уравнения

Рассмотрим еще один специальный класс КДУ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 29.1. Вырожденным КДУ назовем уравнение

вида

(−1)m
(
a00(x)y

(n)
)(m)

+
n∑

i=1

m∑

j=1

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (29.1)

со следующими предположениями относительно его коэффициен-

тов и правой части:

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x), a
k
00(x) ∈ C(Ik), k = 0, N−1;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m ;

3) fr(x) =
N∑
k=1

f k
rΘk(x), f

k
r ∈ R, r = 0,m−1.

Пользуясь формулами (15.2), запишем квазипроизводные, со-

ответствующие вырожденному КДУ (29.1), с учетом специфики

его коэффициентов:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] = a00(x)y
(n);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=1

aij(x)y
(n−i) + f ′

m−j(x), j = 1,m.
(29.2)

С их помощью вырожденное КДУ (29.1) обычным образом при-

водится к обобщенной дифференциальной системе вида (28.2),

причем матрицы Ck и векторы Sk остаются теми же, а матрицы
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Ak(x) имеют следующую структуру:

Ak(x)=




0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 (ãk00(x))
−1

0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 −1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 . . . 0 0 0 . . . −1

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0




Лемма 29.2. Функция Коши K̃(x, s) определяющего для

(29.1) КДУ имеет вид

K̃(x, s) =
N−1∑

k=0

K̃k(x, s)Θk(x), (29.3)

где

K̃k(x, s) =
(−1)m−1

(n−1)!(m−1)!

x∫

s

(x−t)n−1(t−s)m−1

ãk00(t)
dt, x ∈ Ik.

Доказательство. Запишем определяющее КДУ для уравнения

(29.1) на полуинтервале Ik :
(
ãk00(x)y

(n)
)(m)

= 0, (29.4)

Сначала убедимся, что функция K̃k(x, s) по переменной x удо-

влетворяет уравнению (29.4). Применяя n раз формулу диффе-

ренцирования по параметру [120, с. 667], имеем
(
K̃k(x, s)

)(n)
x

=
(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)
.

Подставим найденное значение в левую часть уравнения (29.4),

тогда
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(
ãk00(x)

(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)

)(m)

=
(−1)m−1

(m− 1)!

(
(x−s)m−1

)(m)

≡ 0.

Полученное тождество означает, что функция K̃k(x, s) по пере-

менной x удовлетворяет КДУ (29.4).

Далее покажем, что функция K̃k(x, s) удовлетворяет также на-

чальным условиям (13.3). Следует подчеркнуть, что КДУ (29.4)

рассматривается не как самостоятельное уравнение, а как опре-

деляющее для КДУ (29.1). Именно поэтому квазипроизводные

для КДУ (29.4) вводятся в контексте квазипроизводных соответ-

ствующего вырожденного КДУ, которые определяются формула-

ми (29.2), а именно для КДУ (29.4) квазипроизводные вводим

следующим образом:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] = a00(x)y
(n);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
, j = 1,m.

Следовательно, функция K(x, s) как решение уравнения (29.4)

имеет квазипроизводные

(
K̃k(x, s)

)[i]
x
=

(−1)m−1

(n−i−1)!(m−1)!

x∫

s

(x−t)n−i−1(t−s)m−1

ãk00(t)
dt,

i = 1, n− 1;

(
K̃k(x, s)

)[n]
x

= ãk00(x)
(
K̃k(x, s)

)(n)
x

(x, s) =

= ãk00(x)

(
(−1)m−1

(m−1)!

(x−s)m−1

ãk00(x)

)
=

(−1)m−1

(m−1)!
(x−s)m−1 ;

(
K̃k(x, s)

)[n+j]

x
=

(−1)m−1+j

(m−j−1)!
(x−s)m−j−1, j = 1,m−1 ;

(
K̃k(x, s)

)[n+m−1]

≡ 1.
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Отсюда следует, чтo

K̃
[i]
k (s, s) = 0, i = 0, q−1, K̃

[n+m−1]
k (s, s) = 1.

Таким образом, K̃k(x, s) согласно определению 13.2 действи-

тельно является функцией Коши КДУ (29.4). �

Пусть

I ij ≡
1

i! j!

x∫

s

(x−t)i(t−s)j
a00(t)

dt, i = 0, n−1, j = 0,m−1.

Тогда из теоремы 13.5 и леммы 29.2 утверждение.

Лемма 29.3. Фундаментальная матрица системы, соот-

ветствующая однородному вырожденному КДУ (29.1), имеет

вид

B̃(x, s)=




1 x−s . . . (x−s)n−1

(n−1)!
In−1,0 . . . (−1)m−1In−1,m−1

0 1 . . . (x−s)n−2

(n−2)!
In−2,0 . . . (−1)m−1In−2,m−1

...
... . . . ...

... . . . ...
0 0 . . . 1 I00 . . . (−1)m−1I0,m−1

0 0 . . . 0 1 . . . (−1)m−1 (x−s)m−1

(m−1)!
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 . . . 0 0 . . . 1




.

Пример 29.4. Найти решение краевой задачи

yIV −
(
δ
(
x− 1

2

)
y′
)′
+ 2δ(x−1)y = −5δ

(
x− 1

2

)
+ 2δ′(x−1), (29.5)

y(0) = y′(0) = y′′(1) = 0, y′′′(1)− 2δ
(
1
2

)
y′(1) = 2δ(0), (29.6)

которая моделирует вынужденные поперечные колебания стерж-

ня с сосредоточенными дисками и массами и с обобщенной внеш-

ней нагрузкой без учета распределенной массы.

H Заметим, что для этой задачи множество носителей обоб-

щенных коэффициентов ω∗ =
{
x1 =

1
2
; x2 = 1

}
.
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Введем квазипроизвдные функции y(x) таким образом:

y[1](x) = y′(x), y[2](x) = y′′(x),

y[3](x) = 2δ(x−1)− y′′′(x) + 2δ
(
x− 1

2

)
y′.

Тогда краевые условия (29.6) можно записать в виде

y(0) = y[1](0), y[2](1) = y[3](1) = 0. (29.7)

С помощью вектора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)⊤
задачу (29.5), (29.7)

приводим к краевой задаче

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 δ
(
x− 1

2

)
0 −1

2δ(x−1) 0 0 0



Y +




0

0

2η(x−1)

5η
(
x− 1

2

)



, (29.8)

(
E2 O2

O2 O2

)
Y (0) +

(
O2 O2

O2 E2

)
Y (1) = 0. (29.9)

Последняя является задачей вида (22.1), (26.1) с коэффициен-

тами

A0 = A1 =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0



, C1 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0



, C2 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 0 0



,

R0 = R1 = 0, S1 =
(
0, 0, 0, 5

)⊤
, S2 =

(
0, 0, 2, 0

)⊤

и краевыми матрицами P =

(
E2 O2

O2 O2

)
, Q =

(
O2 O2

O2 E2

)
, U = 0.

Определяющей системой для (29.8) является система

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0



Y,
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эквивалентная дифференциальному уравнению yIV =0. Функция

Коши этого уравнения в силу леммы 29.2 имеет вид

K̃(x, s) = −(x− s)3

6
.

В соответствии с леммой 29.3 построим фундаментальную мат-

рицу определяющей системы:

B̃(x, s) =




1 x−s (x−s)2

2
−(x−s)3

6

0 1 x−s −(x−s)2

2

0 0 1 −(x−s)
0 0 0 1



.

Вычислим начальный вектор, соответствующий краевой зада-

че (29.8), (29.9), используя теорему 26.1. Проверим выполнение

условия (26.2). Для этого вычислим B(1, 0). По теореме 23.2

имеем

B(1, 0) = C̃2B̃

(
1,
1

2

)
C̃1B̃

(
1

2
, 0

)
=

=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







1 1
2

1
8
− 1

48

0 1 1
2
−1

8

0 0 1 −1
2

0 0 0 1







1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1







1 1
2

1
8
− 1

48

0 1 1
2
−1

8

0 0 1 −1
2

0 0 0 1




=

=




1 9
8

9
16

− 35
192

0 3
2

5
4

− 9
16

0 1 3
2

−9
8

2 9
4

9
8

61
96



.

Проверим выполнение условия (26.2):
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P +QB(1, 0) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




+




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







1 9
8

9
16

− 35
192

0 3
2

5
4

− 9
16

0 1 3
2

−9
8

2 9
4

9
8

61
96



,

откуда

det
(
P +QB(1, 0)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 3
2
−9

8

2 9
4

9
8

61
96

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
71

32
6= 0.

Вычислим начальный вектор по формуле (26.3):

Y0 = −
(
P +QB(1, 0)

)−1
Q

[
B2

(
1,
1

2

)
Z1 +B2(1, 1)Z2

]
.

В соответствии с (24.2) имеем Z1=S1, Z2=S2. Если учесть, что

B2(1, 1) = E2 по определению, а B2

(
1, 1

2

)
= C̃2B̃

(
1, 1

2

)
в силу

следствия 23.5, то

Y0 = −




1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 3
2
−9

8

2 9
4

9
8

61
96




−1


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



×

×







0

0

2

0




+




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







1 1
2

1
8
− 1

48

0 1 1
2

−1
8

0 0 1 −1
2

0 0 0 1







0

0

0

5






.

После вычислений получим

Y0 =
(
0 0 −487

213
−248

71

)
⊤

.

Заметим, что мы получили вектор, первые две компоненты

которого удовлетворяют краевым условиям y(0) = y[1](0) = 0. На
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практике это дает возможность убедиться в правильности рас-

четов. Записав решение задачи (29.8), (29.9) в соответствии с

теоремой 25.1 и выписав первую строку, получим решение крае-

вой задачи (29.5), (29.6).

На полуинтервале x ∈
[
0, 1

2

)
имеем

Y0(x)=B̃(x, 0)Y0=




1 x x2

2
−x3

6

0 1 x −x2

2

0 0 1 −x
0 0 0 1







0

0

−487
213

−248
71



,

откуда

Y0(x) =




124
213
x3 − 487

426
x2

124
71
x2 − 487

213
x

248
71
x− 487

213

−248
71



.

Если x ∈
[
1
2
, 1
)
, то

Y1(x)=B̃
(
x,

1

2

)(
C̃1Y0

(1
2
−0
)
+S1

)
=

=




1 x−1
2

(x−1
2)

2

2
−(x−1

2)
3

6

0 1 x−1
2

−(x−1
2)

2

2

0 0 1 −
(
x−1

2

)

0 0 0 1










1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1







124
213

·1
8
−487

426
·1
4

124
71
·1
4
−487

213
·1
2

248
71
·1
2
−487

213

−248
71




+




0

0

0

5







,

откуда после вычислений получим

Y1(x) =




−107
426
x3 − 35

142
x2 − 463

1704
x + 9

568

−107
142
x2 − 355

71
x− 463

1704

−107
71
x− 35

71

107
71



.
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Поскольку точка x=1 принадлежит множеству ω∗, то реше-

ние задачи (29.8), (29.9) нужно искать в этой точке отдельно.

Чтобы записать решение краевой задачи (29.5), (29.6) для урав-

нения, можно воспользоваться только свойством непрерывности

этого решения. Для наглядности запишем решение краевой зада-

чи (29.8), (29.9) для системы в точке x = 1 :

Y2(1)=C̃2Y1(1−0) + S2=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1







−107
426

− 35
142

− 463
1704

+ 9
568

−107
142

−355
71
− 463

1704

−107
71
−35

71
107
71



+




0

0

2

0



.

Следовательно,

Y2(1) =
(
−107

142
−2587

1704
0 0

)
⊤

.

По аналогии с начальным вектором на правильность расчетов

указывает то, что две последние компоненты вектора Y2(1) удо-

влетворяют краевому условию y[2](1) = y[3](1) = 0.

Таким образом, решение исходной задачи (29.5), (29.6) запи-

шем в виде

y(x) =
248x3−487x2

426
Θ0(x)−

428x3+420x2+463x−27

1704
Θ1(x),

где Θ0(x),Θ1(x) — характеристические функции промежутков[
0, 1

2

)
и
[
1
2
, 1
]

соответственно. Заметим, что правый конец интер-

вала для функции Θ1(x) включен из соображений непрерывности

решения в этой точке. N



5
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ

КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 30. Точное рекуррентное соотношение для обобщенного

квазидифференциального уравнения второго порядка

Рассмотрим начальную задачу

(a00(x)y
′)
′
+ (a10(x)y)

′ − a01(x)y
′ − a11(x)y = f ′(x), (30.1)

y(x0) = y0,
(
a00y

′ + a10y
)∣∣∣

x=x0
= y10, x0 ∈ I, (30.2)

считая, что коэффициенты КДУ (30.1) удовлетворяют следую-

щим условиям:

(I) a−1
00 (x) — ограничена и измерима на I функция;

(II) a10, a01 ∈ L2(I) ;

(III) a11(x) = α′
11(x), где функция α11(x) принадлежит про-

странству BV +
loc(I) и имеет разрывы первого рода в конеч-

ном числе точек;

(IV) f(x) ∈ BV +
loc(I).

Введем произвольным образом сетку

ων=
{
xk ∈ I, k = 0, ν : x0<x1< . . . < xν

}
. (30.3)
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Не уменьшая общности, будем считать, что множество ω∗ носи-

телей обобщенного коэффициента a11(x) содержится во множе-

стве ων, иначе к последнему можно присоединить точки из ω∗ и

упорядочить узлы новой сетки по возрастанию.

Построим некоторое трехточечное рекуррентное соотноше-

ние (трехчленную рекуррентную формулу) для начальной зада-

чи (30.1), (30.2):

αku(xk+1) + βku(xk) + γku(xk−1) = ηk, k = 1, ν−1, (30.4)

u(x0) = ϕ, u(x1) = ψ, (30.5)

где αk, βk, γk, ηk — некоторые фунукционалы на пространстве

BV +
loc(I), а ϕ, ψ — некоторые сеточные1) функции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 30.1. Точным рекуррентным соотношени-

ем (ТРС), или эквивалентной рекуррентной формулой , для

начальной задачи (30.1), (30.2) назовем соотношение вида (30.4),

(30.5), удовлетворяющее условиям:

1) αk, βk, γk, ηk есть функционалы от коэффициентов урав-

нения (30.1), причем ηk — линейный относительно f(x)

функционал;

2) u(x) = y(x), x ∈ ων, где y(x) — решение исходной зада-

чи (30.1), (30.2), а u(x) — решение задачи (30.4), (30.5).

Представим функцию α11 ∈ BV +
loc(I) в виде суммы непрерыв-

ной αc
11(x) и дискретной αd

11(x) =
∑
y6x

∆α11(y), y ∈ ω∗, составля-

ющих, т. е. α11(x) = αc
11(x) + αd

11(x).

Через K̃(x, s) обозначим функцию Коши определяющего для

(30.1) КДУ

(a00(x)y
′)
′
+ (a10(x)y)

′ − a01y
′ − (αc

11)
′
y = 0. (30.6)

1) Сеточной функцией называют функцию, определенную в узлах сет-
ки [118, c. 67].
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Пусть

Mk =




∆α11(xk), xk ∈ ω∗;

0, xk ∈ ων\ω∗.
(30.7)

Выберем любые три последовательные узлы xk−1<xk<xk+1

сетки ων. При этом, как было оговорено выше, на интервале

(xk−1, xk+1) отсутствуют разрывы функции α11(x), кроме разве

что точки xk.

Теорема 30.2. При условиях (I)–(IV) ТРС для начальной за-

дачи (30.1), (30.2) имеет вид

1

K̃k+1,k

uk+1 −
(
Mk +

K̃
{1}
k+1,k

K̃k+1,k

+
K̃

[1]
k,k−1

K̃k,k−1

)
uk+

+

(
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1

)
uk−1 =

1

K̃k+1,k

Ik,k+1−

− K̃
[1]
k,k−1

K̃k,k−1

Ik−1,k + I [1]
k−1,k, k = 1, ν−1, (30.8)

u0 = y0, u1 = K̃
{1}
10 y0 + K̃10y

1
0 + I01, (30.9)

где uk = u(xk) и

K̃
[i]{j}
k,k−1 = K̃ [i]{j}(xk−0, xk−1), i, j ∈ {0, 1}, (30.10)

I [i]
k−1,k =

∫ xk

xk−1

K̃ [i](xk−0, t)df(t), i ∈ {0, 1}. (30.11)

Доказательство. С помощью вектора Y =
(
y, y[1]

)
⊤

, где ква-

зипроизводная y[1] = a00(x)y
′ + a10(x)y, начальная задача (30.1),

(30.2) приводится к задаче вида (7.8), (7.9):

Y ′ =

(
−a−1

00 a10 a−1
00

a11 − a01a
−1
00 a10 a01a

−1
00

)
Y +

(
0

f ′

)
, (30.12)

Y (x0) =
(
y0, y

1
0

)⊤
.
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Пусть B(x, s) — фундаментальная матрица однородной

(f ≡ 0) системы (30.12). Тогда справедлива формула Коши (8.2),

положив в которой x=xk, s=xk−1, получим

Y (xk) = B(xk, xk−1)Y (xk−1) +

xk∫

xk−1

B(xk, s)dF (s). (30.13)

По свойству (d) фундаментальной матрицы (см. теорему 3.2):

B(xk, xk−1) =
[
E +∆C(xk)

]
B(xk−0, xk−1) =

=

(
1 0

Mk 1

)
B̃(xk−0, xk−1), (30.14)

где B̃(x, s) — фундаментальная матрица определяющей системы

для (30.12), т. е. системы, эквивалентной уравнению (30.6). Если

учесть структуру (13.7) этой матрицы, то в обозначениях (30.10)

равенство (30.14) запишется в виде

B(xk, xk−1)=

(
K̃

{1}
k,k−1 K̃k,k−1

K̃
{1}[1]
k,k−1+MkK̃

{1}
k,k−1 K̃

[1]
k,k−1+MkK̃k,k−1

)
. (30.15)

Пусть yk = y(xk). Подставим (30.15) в формулу (30.13) и

запишем последнюю покоординатно, а также учтем обозначе-

ния (30.11). Тогда получим рекуррентные соотношения

yk = K̃
{1}
k,k−1yk−1 + K̃k,k−1y

[1]
k−1 + Ik−1,k, (30.16)

y
[1]
k =

(
K̃

{1}[1]
k,k−1+MkK̃

{1}
k,k−1

)
yk−1+

(
K̃

[1]
k,k−1+MkK̃k,k−1

)
y
[1]
k−1+

+ I [1]
k−1,k +MkIk−1,k (30.17)

для k = 1, ν. Из соотношения (30.16) находим

y
[1]
k−1 =

yk − K̃
{1}
k,k−1yk−1 − Ik−1,k

K̃k,k−1

, k = 1, ν. (30.18)
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Далее, заменяя k на k+1, имеем также

y
[1]
k =

yk+1 − K̃
{1}
k+1,kyk − Ik,k+1

K̃k+1,k

, k = 0, ν−1. (30.19)

В результате подстановки выражений (30.18) и (30.19) в равен-

ство (30.17), получим для k = 1, ν − 1 соотношение

yk+1 − K̃
{1}
k+1,kyk − Ik,k+1

K̃k+1,k

=
(
K̃

{1}[1]
k,k−1 +MkK̃

{1}
k,k−1

)
yk−1+

+
(
K̃

[1]
k,k−1 +MkK̃k,k−1

)yk−K̃{1}
k,k−1yk−1−Ik−1,k

K̃k,k−1

+

+ I [1]
k−1,k +MkIk−1,k.

В обозначениях

uk = yk, αk =
1

K̃k+1,k

, βk = −Mk −
K̃

{1}
k+1,k

K̃k+1,k

− K̃
[1]
k,k−1

K̃k,k−1

,

γk =
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1,

ηk =
Ik,k+1

K̃k+1,k

− K̃
[1]
k,k−1

K̃k,k−1

Ik−1,k + I [1]
k−1,k

имеем трехточечное рекуррентное соотношение вида (30.4). По-

скольку функция Коши K̃(x, s) зависит от коэффициентов урав-

нения (30.1), то αk, βk, γk, ηk есть функционалы от этих коэффи-

циентов, причем ηk зависит линейно от функции f(x). Началь-

ные условия (30.9) легко получить, если учесть начальные усло-

вия (30.2) и соотношения (30.16). Следовательно, в силу опреде-

ления 30.1 полученное рекуррентное соотношение является точ-

ным для задачи (30.1), (30.2), что и требовалось доказать. �
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Следствие 30.3. ТРС для однородной (f ≡ 0) начальной за-

дачи (30.1), (30.2) имеет вид

1

K̃k+1,k

uk+1 −
(
Mk +

K̃
{1}
k+1,k

K̃k+1,k

+
K̃

[1]
k+1,k

K̃k,k−1

)
uk+

+

(
K̃

[1]
k,k−1K̃

{1}
k,k−1

K̃k,k−1

− K̃
[1]{1}
k,k−1

)
uk−1 = 0, k = 1, ν−1, (30.20)

u0 = y0, u1 = K̃
{1}
10 y0 + K̃10y

1
0 . (30.21)

ЗАМЕЧАНИЕ 30.4. Если (30.1) является КДУ с кусочно-непре-

рывными коэффициентами и δ-особенностями, т. е. имеет вид

(27.1) при n=m=1, то в выражениях (30.10), (30.11) K̃ [i]{j}(xk−
0, xk−1) = K̃

[i]{j}
k−1 (xk, xk−1), где K̃k−1(xk, xk−1) — функция Коши

определяющего для (30.1) КДУ на полуинтервале [xk−1, xk), а

K̃
[i]{j}
k−1 (xk, xk−1) — ее смешанные квазипроизводные.

ЗАМЕЧАНИЕ 30.5. Поскольку uk =u(xk) = y(xk) = yk, то всюду

далее в ТРС будем записывать yk вместо uk, потому что это,

собственно, и есть значение решения начальной задачи в точке

xk.

Пример 30.6. Построим ТРС для следующих задач:

y′′+
N∑

j=1

cjδ(x−x∗
j)y = c0e

x, y(a) = 0, y′(a) = 1; (30.22)

(√
1+xy′

)′
+

N∑

j=1

cjδ(x−x∗
j)y = 0, y(a) = 1, y′(a) = 0, (30.23)

где N ∈ N, cj ∈ R, j = 1, N, x∗
j ∈ (a, b], a > −1, c0 ∈ R.

H Введем сетку ων = {xk ∈ [a, b] : a=x0<x1< . . .< xν = b}
так, чтобы x∗

j ∈ ων. Выберем любые три ее последовательные

узлы xk−1 < xk < xk+1 и построим ТРС вида (30.8), (30.9).
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Для обеих начальных задач по формуле (30.7) находим

Mk =




−cj, xk = x∗

j ;

0, xk 6= x∗
j ,

k = 0, ν, j = 1, N. (30.24)

Сначала для задачи (30.22) вычислим функцию Коши опре-

деляющего уравнения y′ = 0 и ее смешанные квазипроиз-

водные. Для этого используем теорему 14.1. Отметим, что

для определяющего уравнения квазипроизводная y[1](x) совпа-

дает с обычной производной y′(x), а ФСР образуют функции

ϕ1(x) =1, ϕ2(x) =x. Вычислим (квази)вронскиан решений

W (x) =

∣∣∣∣∣
ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 x

0 1

∣∣∣∣∣ = 1.

Тогда по формуле (14.1) имеем

K̃(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ1(x) ϕ2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 s

1 x

∣∣∣∣∣ = x− s

Заметим, что идентичное выражение для функции Коши можно

получить, если воспользоваться леммой 29.2.

По той же формуле (14.1) находим

K̃ [1](x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(s) ϕ2(s)

ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 s

0 1

∣∣∣∣∣ = 1,

K̃{1}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ1(x) ϕ2(x)

ϕ′
1(s) ϕ′

2(s)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1 x

0 1

∣∣∣∣∣ = 1,

K̃ [1]{1}(x, s) =
1

W (s)

∣∣∣∣∣
ϕ′

1(x) ϕ′
2(x)

ϕ′
1(s) ϕ′

2(s)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
0 1

0 1

∣∣∣∣∣ = 0.

Далее по формуле (30.11) вычисляем

Ik−1,k =

xk∫

xk−1

(xk − t) d(c0e
t) = c0

[
exk − (1 + hk)e

xk−1
]
,
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Ik,k+1 = c0
[
exk+1 − (1 + hk+1)e

xk
]
,

I
[1]
k−1,k =

xk∫

xk−1

1 d(c0e
t) = c0

[
exk − exk−1

]
,

где hk = xk − xk−1, k = 1, ν.

Начальные значения y0, y1 для ТРС находим, воспользовав-

шись формулами (30.21):

y0 = y(a) = 0, y1 = K̃{1}(x1, a)y(a) + K̃(x1, a)y
′(a) = x1 − a .

Следовательно, ТРС (30.8), (30.9) для задачи (30.22) имеет вид

yk+1 −
[
Mkhk+1 +

hk+1+ hk

hk

]
yk +

hk+1

hk

yk−1 =

= c0

[
exk+1 − hk+1+hk

hk

exk +
hk+1

hk

exk−1

]
, k=1, ν−1,

y0 = 0, y1 = x1 − a.

Если носители обобщенного коэффициента КДР в задачи

(30.22) размещены так, что на отрезке [a, b] можно постро-

ить равномерную сетку ων = {xk = kh, k=0, ν} с шагом

h = xk − xk−1 = b−a
ν
, то в таком случае h1 = . . . = hν = h и

ТРС запишется в виде

yk+1 − (2 +Mkh)yk + yk−1 = c0
[
exk+1−2exk+exk−1

]
, (30.25)

y0 = 0, y1 = h,

где k=1, ν−1. В частном случае, когда ω∗ совпадает с мно-

жеством внутренних узлов равномерной сетки ων, c0=0, а cj
равны λh (λ ∈ R, j =1, ν), соотношение (30.25) совпадает с

конечно-разностным уравнением

yk+1 − (2− λh2)yk + yk−1 = 0, k = 1, ν−1,

которое является классической разностной аппроксимацией (вто-

рого порядка) на трехточечном шаблоне xk − h, xk, xk + h обык-
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новенного дифференциального уравнения y′′ + λy=0 [118,

c. 112].

Для задачи (30.23) функцию Коши определяющего уравнения(√
1 + xy′

)′
= 0 (30.26)

и ее смешанные квазипроизводные (квазипроизводная функции

y(x) в смысле уравнения (30.26) определяется теперь выражени-

ем y[1] =
√
1 + xy′ ) вычисляем по аналогии. Предлагаем читате-

лю самостоятельно убедиться, что

K̃(x, s) = 2
(√

1 + x−
√
1 + s

)
,

K̃ [1](x, s) = K̃{1}(x, s) = 1, K̃ [1]{1}(x, s) = 0.

Из вида квазипроизводной y[1](x) следует, что для задачи

(30.23) второе начальное условие y′(a) = 0 эквивалентно усло-

вию y[1](a) = 0. Таким образом, ТРС (30.20), (30.21) для задачи

(30.23) запишется в виде

yk+1−
[
2Mk

(√
1+xk+1−

√
1+xk

)
+

√
1+xk+1−

√
1+xk−1√

1+xk −
√
1+xk−1

]
yk+

+

√
1+xk+1−

√
1+xk√

1+xk −
√
1+xk−1

yk−1 = 0 (k=1, ν−1), y0 = y1 = 1.

N

Пример 30.7. Вычислим значение y(e) решения начальной

задачи
(a0(x)y

′)
′
+ 2δ(x−2)y = 0, (30.27)

y(1) = 0, y′(1) = 3, (30.28)

где a0(x) равно 1 при x∈ [1, 2) и x при x∈ [2, e].

H Первый способ. Вычислим значения y(e), построив ТРС для
задачи (30.27), (30.28). Для обобщенного КДУ (30.27) множество
носителей ω∗ = {x∗

1=2}. Построим сетку

ω2 = {x0 = 1, x1 = 2, x2 = e} .
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Вычислим функцию Коши определяющего для (30.27) КДУ
(
a0(x)y

′)′ = 0

и ее смешанные квазипроизводные. На интервале x ∈ [1, 2) опре-
деляющим является уравнение y′′ = 0, функция Коши которого,
а также ее смешанные квазипроизводные найдены в предыдущем
примере:

K̃0(x, s) = x− s, K̃
[1]
0 (x, s) = K̃

{1}
0 (x, s) = 1, K̃

[1]{1}
0 (x, s) = 0.

На отрезке [2, e] определяющее уравнение имеет вид:

(xy′)′ = 0. (30.29)

Поскольку это уравнение является вырожденным КДУ, то его
функцию Коши легко вычислить в соответствии с леммой 29.2,
используя формулу (29.3) при k=m=n=1, ãk00(x) =x :

K̃1(x, s) =

x∫

s

dt

t
= ln

x

s
.

Если далее учесть, что квазипроизводная в смысле исходно-
го уравнения (30.27), а, следовательно, и определяющего урав-
нения (30.29), вычисляется по формуле y[1] =xy′, а функции
ϕ1(x) = 1, ϕ2(x) = lnx образуют ФСР уравнения (30.29), то по
формуле (14.1) можно найти

K̃
[1]
1 (x, s) = K̃

{1}
1 (x, s) = 1, K̃

[1]{1}
1 (x, s) = 0.

Таким образом, для любого s ∈ [1, e] имеем

K̃(x, s) =

{
x− s, x ∈ [1, 2);

ln x
s
, x ∈ [2, e],

(30.30)

K̃ [1](x, s) = K̃{1}(x, s) = 1, K̃ [1]{1}(x, s) = 0. (30.31)

Очевидно, для задачи (30.27), (30.28) второе начальное усло-
вие эквивалентно условию y[1](1) = 3, а M1= − 2. Поэтому, в
силу замечания 30.4, ТРС (30.20), (30.21) для данной задачи
запишется в виде
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1

ln e
2

y2 +

(
1− 1

ln e
2

)
y1 + y0 = 0, y0 = 0, y1 = 3,

откуда легко вычислить y(e) = y2 = 3 ln e
2

(
1

ln e
2
− 1
)
= 3 ln 2.

Второй способ. Найдем решение задачи (30.27), (30.28), ис-
пользуя теорему 25.1. С помощью вектора Y =

(
y, y[1]

)⊤
приводим

начальную задачу к виду(22.1), (22.2):

Y ′ =

(
0 Θ0(x) +

1
x
Θ1(x)

−2δ(x−2) 0

)
Y, (30.32)

Y (1) =
(
0, 3
)⊤
, (30.33)

где Θ0(x),Θ1(x) — характеристические функции промежутков
[1, 2) и [2, e] соответственно. Для этой задачи имеем

A0(x) =

(
0 1

0 0

)
, A1(x) =

(
0 1

x

0 0

)
, C1=

(
0 0

−2 0

)
, C2=

(
0 0

0 0

)
,

R0(x) = R1(x) = S1 = S2 = 0.

С учетом выражений (30.30), (30.31), полученных для функ-
ции Коши K̃(x, s) и ее смешанных квазипроизводных, находим
фундаментальные матрицы определяющей для (30.32) системы
Y ′ = Ak(x)Y на каждом из промежутков:

B̃0(x, s) =

(
1 x− s

0 1

)
, B̃1(x, s) =

(
1 ln x

s

0 1

)

Далее для нахождения решения задачи (30.32), (30.33) вос-
пользуемся рекуррентными формулами (25.1)–(25.3):

Y0(x) = B̃0(x, 1)Y0 =

(
1 x− 1

0 1

)(
0

3

)
=

(
3x− 3

3

)
, x ∈ [1, 2),

Y1(x)=B̃1(x, 2)C̃0Y0(2−0)=

(
1 ln x

2

0 1

)(
1 0

−2 1

)(
3

3

)
=

(
3− 3 ln x

2

−3

)

при x ∈ [2, e], откуда y(e) = y1(e) = 3− 3 ln e
2
= 3 ln 2. N
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§ 31. Точное рекуррентное соотношение для обобщенного

квазидифференциального уравнения произвольного

порядка

Рассмотрим начальную задачу для КДУ порядка q (= m+n) :
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x), (31.1)

y[r](x0) = yr0, r = 0, q−1, x0 ∈ I, (31.2)

где коэффициенты aij(x) и fk(x) удовлетворяют указанным в §

10 и §15 условиям (I)–(IV), а квазипроизводные y[r](x) опреде-

ляются выражениями (15.2).

Введем сетку ων вида (30.3) и построим для начальной зада-

чи (31.1), (31.2) некоторое (q+1)-точечное рекуррентное соотно-

шение

α0
ku(xk) +α

1
ku(xk+1) + . . .+α

q
ku(xk+q) = ηk, k=0, ν−q, (31.3)

u(x0) = ϕ0, u(x1) = ϕ1, . . . , u(xq−1) = ϕq−1, (31.4)

где αi
k, i = 0, q, ηk — некоторые функционалы на пространстве

BV +
loc(I), а ϕj, j = 0, q−1, — некоторые сеточные функции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 31.1. Соотношение вида (31.3), (31.4) назовем

точным рекуррентным соотношением (ТРС), или эквивалентной

рекуррентной формулой для начальной задачи (31.1), (31.2), если

выполняются следующие условия:

1) αj
k, j = 0, q, ηk — функционалы от коэффициентов урав-

нения (31.1);

2) u(x) = y(x), x ∈ ων, де y(x) — точное решение на-

чальной задачи (31.1), (31.2), а u(x) — решение зада-

чи (31.3), (31.2).
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Введем следующие обозначения:

βij
p,r = K [i−1]{q−j}(xp, xr), i, j = 1, q, xp, xr ∈ I ;

βi0
p,r =

q∑

j=k+1

xr∫

xp

K [i−1]{q−j}(x, t)dfq−j(t).
(31.5)

Теорема 31.2. Пусть выполняются условия (I)–(IV). Тогда

для начальной задачи (31.1), (31.2) существует единственное

ТРС, которое имеет вид

∆0
k · uk +∆1

k · uk+1 + . . . +∆q
k · uk+q = ∆q+1

k , (31.6)

y0 = y00, ys =
q∑

j=1

β1j
s0y

j−1
0 + β10

0s (s = 1, q), (31.7)

где uj = u(xj),

∆0
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β11
k+1,k β12

k+1,k . . . β1,q
k+1,k

β11
k+2,k β12

k+2,k . . . β1,q
k+2,k

...
... . . . ...

β11
k+q,k β12

k+q,k . . . β1,q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (31.8)

∆q+1
k = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β10
k,k+1 β12

k+1,k . . . β1q
k+1,k

β10
k,k+2 β12

k+2,k . . . β1q
k+2,k

...
... . . . ...

β10
k,k+q β12

k+q,k . . . β1q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (31.9)

а ∆i
k, i = 1, q, — взятые с обратным знаком алгебраические

дополнения к элементам первого столбца в определителе ∆0
k.

Доказательство. Начальную задачу (31.1), (31.2) с по-

мощью вектора Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)
⊤

из квазипроизводных

(15.2) приведем к начальной задаче (7.8), (7.9), где матрица-

мера C ′(x) определена на с. 90, F ′(x) имеет вид (15.4), а

Y0 =
(
y0, y

1
0, . . . , y

q−1
0

)⊤
. Решение последней задачи допускает



§ 31. ТРС для обобщенного КДУ произвольного порядка 233

представление в форме Коши (см. (15.13) или (8.4)):

Y (x) = B(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B(x, t)dF (t).

Выберем любые q+1 последовательных узлов сетки ων :

xk < xk+1 < . . . < xk+s−1 < xk+s < . . . < xk+q.

Положив в формуле Коши x = xk+s, x0 = xk, в обозначениях

Yk = Y (xk), Bk+s,k = B(xk+s, xk) получим

Yk+s = Bk+s,kYk +

xk+s∫

xk

B(xk+s, t)dF (t), s = 1, q. (31.10)

Учитывая структуру (13.7) фундаментальной матрицы, первые

уравнения систем (31.10) в обозначениях (31.5) запишем следу-

ющим образом (обращаем внимание, что вектор F ′(x) имеет вид

(15.4)):

yk+s =
q∑

j=1

β1j
k+s,ky

[j−1]
k + β10

k,k+s, s = 1, q. (31.11)

Образуем определитель

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yk 1 0 . . . 0

yk+1 − β10
k,k+1 β11

k+1,k β12
k+1,k . . . β1q

k+1,k

yk+2 − β10
k,k+2 β11

k+2,k β12
k+2,k . . . β1q

k+2,k
... ... ... . . . ...

yk+q − β10
k,k+q β11

k+q,k β12
k+q,k . . . β1q

k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Умножив j -ый столбец этого определителя на y
[j−2]
k для

j =2, q + 1, в силу (31.11) получим, что первый столбец это-

го определителя является линейной комбинацией остальных

столбцов и, следовательно, ∆k =0. Отсюда следует равенство
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yk 1 0 . . . 0

yk+1 β
11
k+1,k β

12
k+1,k . . . β

1q
k+1,k

yk+2 β
11
k+2,k β

12
k+2,k . . . β

1q
k+2,k

... ... ... . . . ...

yk+q β
11
k+q,k β

12
k+q,k . . . β

1q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 . . . 0

β10
k,k+1 β

11
k+1,k β

12
k+1,k . . . β

1q
k+1,k

β10
k,k+2 β

11
k+2,k β

12
k+2,k . . . β

1q
k+2,k

... ... ... . . . ...

β10
k,k+q β

11
k+q,k β

12
k+q,k . . . β

1q
k+q,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Если теперь определитель в левой части разложить по элемен-

там первого столбца и использовать обозначение (31.8)–(31.9),

то получим рекуррентное соотношение (31.6). В обозначениях

uk =u(xk) = y(xk) = yk, k=0, ν,

αj
k = ∆j

k, ηk = ∆q+1
k , k=0, ν−q, j =0, q,

соотношение (31.6) является (q+1)-точечной рекуррентной фор-

мулой вида (31.3). Поскольку функции (31.5) зависят от коэф-

фициентов уравнения (31.1), то для i=0, q+1 определители ∆i
k,

являются функционалами от этих коэффициентов.

Для отыскания явного вида сеточных функций ϕj, j =0, q− 1,

в условиях (31.4) мы используем начальные условия (31.2) и ра-

венства (31.11) при k=0. В результате получим формулы (31.7).

Таким образом, в силу определения 31.1 полученное рекуррент-

ное соотношение (единственность которого вытекает из построе-

ния) является точным для задачи (31.1), (31.2), что и требовалось

доказать. �

Следствие 31.3. Для однородной (fr(x) ≡ 0, r = 0,m−1)

начальной задачи (31.1), (31.2) ТРС имеет вид

∆0
kyk +∆1

kyk+1 + . . . +∆q
kyk+q = 0, k=0, ν−q. (31.12)

y0 = y00, ys =
q∑

j=1

β1j
s0y

j−1
0 , s = 1, q. (31.13)

В завершение заметим, что k-точечные рекуррентные соотно-
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шения для обобщенных КДУ являются аналогами разностных

схем2) для обычных дифференциальных уравнений. Однако, ес-

ли в классической теории разностные схемы для обыкновенных

дифференциальных уравнений строятся путем замены коэффи-

циентов уравнения, неизвестной функции и ее производных как

функций непрерывного аргумента x значениями этих3) функций

в узлах сетки, то в случае обобщенных КДУ такой подход к

построению рекуррентных соотношений принципиально невозмо-

жен по той причине, что обобщенные функции, вобще говоря, не

имеют значений в отдельных точках [2, c. 46], [16, c. 25].

Пример 31.4. В качестве иллюстративного примера построим

ТРС для обыкновенного дифференциального уравнения

yIV − 5y′′ + 4y = 0, x > 0. (31.14)

с начальными условиями

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1. (31.15)

H Посмотрим на уравнение (31.14) как на КДУ

(y′′)′′ − (5y′)′ + 4y = 0

и введем квазипроизводные по формулам (10.3):

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = −y′′′ + 5y′. (31.16)

Фундаментальную систему решений дифференциального урав-

нения (31.14) образуют функции

ϕ1(x) = ex, ϕ2(x) = e−x, ϕ3(x) = e2x, ϕ4(x) = e−2x.

2) Разностной схемой называют совокупность разностных уравнений, ап-
проксимирующих заданное дифференциальное уравнение и дополнительные
условия (начальные, краевые и т. д.) [118, c. 86].

3) При этом производные неизвестной функции аппроксимируются с опреде-
ленным порядком значениями самой неизвестной функции в узлах сетки.
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Функцию Коши этого уравнения и ее смешанные квазипроизвод-

ные найдем, используя формулу (14.3). Сначала вычислим квази-

вронскиан решений

W (s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

es e−s e2s e−2s

es −e−s 2e2s −2e−2s

es e−s 4e2s 4e−2s

4es −4e−s 2e2s −2e−2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −72.

Тогда для функции Коши имеем формулу

K(x, s)=− 1

72

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

es e−s e2s e−2s

es −e−s 2e2s −2e−2s

es e−s 4e2s 4e−2s

ex e−x e2x e−2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
2 sh(x−s)− sh 2(x−s)

6
.

Другие квазипроизводные функции K(x, s) вычисляем по анало-

гии:

K{1}(x, s) =
− ch(x−s) + ch 2(x−s)

3
,

K{2}(x, s) =
− sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K{3}(x, s) =
4 ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [1](x, s) =
ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [1]{1}(x, s) =
− sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K [1]{2}(x, s) =
− ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,

K [1]{3}(x, s) =
4 sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
,

K [2](x, s) =
sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
,
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K [2]{1}(x, s) =
− ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,

K [2]{2}(x, s) =
− sh(x−s) + 8 sh 2(x−s)

3
,

K [2]{3}(x, s) =
4 ch(x−s)− 4 ch 2(x−s)

3
,

K [3](x, s) =
4 ch(x−s)− ch 2(x−s)

3
,

K [3]{1}(x, s) =
−4 sh(x−s) + 2 sh 2(x−s)

3
,

K [3]{2}(x, s) =
−4 ch(x−s) + 4 ch 2(x−s)

3
,

K [3]{3}(x, s) =
16 sh(x−s)− 2 sh 2(x−s)

3
.

Если для удобства записей обозначить t=x−s, то фундамен-

тальная матрица, соответствующая дифференциальному уравне-

нию (31.14), запишется в виде B(x, s) = B(x−s) = B(t), причем

по теореме (13.5) получим

B(t) =




4 ch t−ch 2t
3

− sh t+2 sh 2t
3

− ch t+ch 2t
3

2 sh t−sh 2t
3

4 sh t−2 sh 2t
3

− ch t+4ch 2t
3

− sh t+2 sh 2t
3

ch t−ch 2t
3

4 ch t−4 ch 2t
3

− sh t+8 sh 2t
3

− ch t+4ch 2t
3

sh t−2 sh 2t
3

16 sh t−2 sh 2t
3

4 ch t+4ch 2t
3

−4 sh t+2 sh 2t
3

4 ch t−ch 2t
3




.

На полуоси R+ построим равномерную сетку

ωh = {xk = kh, k=0, 1, 2, . . .}
и выберем любые пять последовательных узлов

xk<xk+1<xk+2<xk+3<xk+4.

Положив s=xk, x=xk+i, получим, что

B(xk+i, xk) = B(xk+i− xk) = B(ih), i = 1, 4.
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Далее из первых строк матриц B(ih), i=1, 4, образуем опре-

делитель ∆0
k и вычислим его, а следовательно, — и определите-

ли ∆i
k, i=1, 4 (см. теорему 31.2). Получим следующие коэффи-

циенты ТРС (31.12) для дифференциального уравнения (31.14):

∆0
k = ∆4

k =
3 ch h− 2 ch 2h− 2 ch 3h + 2 ch 6h− ch 7h

72
,

∆1
k = ∆3

k =
−2 + chh− ch 2h− ch 3h + 2 ch 4h + ch 5h

72
+

+
ch 6h− 2 ch 7h− ch 8h + ch 9h

72
,

∆2
k =

2 + 2 ch h− 4 ch 3h + ch 6h− ch 8h + 2 ch 9h− ch 10h

72
.

Разделив обе части полученного ТРС на ∆0
k, имеем следующее

соотношение:

yk+4 − 2(ch h+ch 2h)yk+3 + 2(1+ chh+ch 3h)yk+2−
− 2(chh+ch 2h)yk+1 + yk = 0, k = 0, 1, 2 . . . (31.17)

Из начальных условий (31.15) в силу (31.13) имеем

y0 = 0, y1 = −e
h

3
+
e2h

4
+
e−2h

12
,

y2 = −e
2h

3
+
e4h

4
+
e−4h

12
, y3 = −e

3h

3
+
e6h

4
+
e−6h

12
.

(31.18)

Для контроля предлагаем читателю найти значение решения

задачи (31.14), (31.15), например, в точках x1 = 0.04 и x2 = 1

любым из известных методов, а также с помощью ТРС (31.17),

(31.18) (совет : для этого достаточно найти y4, выбрав h1 =

0.01 и h2 = 1 ). N
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Пример 31.5. Построим ТРС для начальной задачи

yIV − 5

(
N∑

j=1

hδ(x−x∗
j)y

′
)′

+ 4
N∑

j=1

hδ(x−x∗
j)y = 0, (31.19)

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1. (31.20)

где N ∈ N, 0 6 x∗
1 < x∗

2 < . . . < x∗
N , h = x∗

j+1−x∗
j = const .

H Уравнение (31.19) является вырожденным КДР с множе-

ством носителей обобщенных коэффициентов

ω∗ =
{
x∗
j, j = 1, N

}
.

Введем квазипроизводные в соответствии с формулами (29.2)

при n=m=2 :

y[1] = y′, y[2] = y′′, y[3] = −y′′′ + 5
k∑

k=1

hδ(x−xk)y
′. (31.21)

Далее уравнение (31.19) приведем к дифференциальной системе

первого порядка




y

y[1]

y[2]

y[3]




′

=




0 1 0 0

0 0 1 0

0
N∑
k=1

5hδ(x−xk) 0 −1

N∑
k=1

4hδ(x−xk) 0 0 0







y

y[1]

y[2]

y[3]



.

(31.22)

Запишем матрицу скачков ее коэффициентов

Ck =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 5h 0 0

4h 0 0 0



, k = 1, N.

Определяющее для (31.17) дифференциальное уравнение имеет
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вид

yIV = 0. (31.23)

Заметим, что уравнение (31.23) нужно рассматривать как КДУ,

квазипроизводные для которого вводятся в контексте формул

(31.21).

Вычислим функцию Коши K̃(x, s) определяющего урав-

нения (31.23) и ее смешанные квазипроизводные. Для это-

го в который раз воспользуемся теоремой 14.1, где ФСР

определяющего уравнения состоит, очевидно, из функций

ϕ1(x) = 1, ϕ2(x) =x, ϕ3(x) =x
2, ϕ4(x) =x

3. Легко убедиться, что

K̃(x, s) = −(x−s)3
6

, K̃{1}(x, s) = −K̃ [1](x, s) =
(x−s)2

2

K̃{2}(x, s) = K̃{1}[1](x, s) = x−s, K̃ [2](x, s) = −(x−s)

K̃{3}(x, s) = K̃{2}[1](x, s) = K̃{1}[2](x, s) = K̃ [3](x, s) = 1,

все остальные смешанные квазипроизводные равны нулю. То-

гда по теореме 13.5 фундаментальная матрица, соответствующая

определяющему уравнению (31.23), имеет вид

B̃(x, s) =




1 x− s (x−s)2

2
−(x−s)3

6

0 1 x− s −(x−s)2

2

0 0 1 −(x− s)

0 0 0 1




На полуоси R+ построим равномерную сетку

ωh = {xk = kh, k=0, 1, 2, . . .} ∋ x∗
j, j = 1, N,

и выберем любые пять последовательных узлов

xk<xk+1<xk+2<xk+3<xk+4.

В силу свойства (d) (см. теорему 3.2) для фундаментальной
матрицы системы (31.22) имеет место равенство
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B(xk+1, xk) = (E + Ck)B̃(xk+1, xk),

откуда

B(xk+1, xk) =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1+5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4


. (31.24)

Поскольку матрица B(xk+i, xk) не зависит от k, то по свой-
ству (a) из той же теоремы имеем

B(xk+i, xk) =
i−1∏

r=0

B(xk+i−r, xk+i−r−1) =
(
B(xk+1, xk)

)i
, i = 1, 4.

Вычислим определители ∆i
k, i=0, 4, воспользовавшись теоре-

мой 31.2:

∆0
k = ∆0

4 = −h6 − 5

3
h8 − 25

48
h10,

∆1
k = ∆3

k = 4h6 +
35

3
h8 +

39

4
h10 +

215

144
h12 − 25

72
h14,

∆2
k = −6h6 − 20h8 − 539

24
h10 − 815

72
h12 − 25

6
h14 − 125

144
h16.

Начальные условия для рекуррентного соотношения вычислим
по формулам (31.13). Тогда ТРС (31.12), (31.13) для начальной
задачи (31.19), (31.20) запишется в следующем виде:

yk+4 −
(
4+5h2− 2

3
h4

)
yk+3 +

(
6+10h2+

8

3
h4+

5

3
h6

)
yk+2−

−
(
4+5h2− 2

3
h4

)
yk+1 + yk = 0, k = 0, 1, . . . ,

y0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
, y2 = 2h2 +

4h3

3
+

5h4

2
+

5h5

4
− h6

3
− h7

9
,

y3 =
9h2

2
+

9h3

2
+ 15h4 + 10h5 +

17h6

2
+

+
161h7

36
− 25h8

6
− 5h9

3
+

2h10

9
+

2h11

27
. N
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§ 32. Точная двухточечная рекуррентная формула

Рассмотрим теперь начальную задачу (7.8), (7.9). Выбрав два про-

извольных узла xk < xk+1 сетки (30.3) и используя представ-

ление (8.4) решения начальной задачи в форме Коши, получим

двухточечную рекуррентную формулу вида (31.10):

Yk+1 = Bk+1,kYk +

xk+1∫

xk

B(xk+1, t)dF (t), k = 0, ν − 1, (32.1)

где Y0 определяется исходя из начального условия (7.9). Ре-

куррентная формула (32.1) является точной для задачи (7.8),

(7.9) в том смысле, что вычисленные по этой формуле значения

Yk, k=0, ν, совпадают со значениями точного решения Y (x) на-

чальной задачи (7.8), (7.9) в узлах xk сетки ων.

Очевидно, для однородной начальной задачи (7.1), (7.2) точная

двухточечная (двучленная) формула (ТДФ) имеет вид

Yk+1 = Bk+1,kYk, k=0, ν−1. (32.2)

ЗАМЕЧАНИЕ 32.1. Стоит отметить, что двухточечная рекур-

рентная формула (32.1) является точной также для начальной

задачи (31.1), (31.2) (которая эквивалентна задаче (7.8), (7.9)),

причем в том смысле, что компоненты y
[i]
k , i=0, q−1, k=0, ν,

вектора Yk совпадают со значениями точного решения y(x) этой

задачи и его квазипроизводных y[i](x), i=1, q−1, в узлах сетки

xk ∈ ων.

Построим ТДФ (32.1) для неоднородного частично вырожден-

ного КДУ (28.1) с начальными условиями

y[i](x0) = yi0, yi0 ∈ R, i = 0, q − 1, (32.3)

Поскольку fr(x) =
N∑
j=1

f j
rΘj(x), f

j
r ∈ R, r = 0,m−1, то вектор
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F ′(x) имеет вид

F ′(x) =
N∑

j=1

Sjδ(x−xj),

где Sj =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, f j
m−1, f

j
m−2, . . . , f

j
0

)⊤
. Тогда

Yk+1 = Bk+1,kYk +

xk+1∫

xk

B(xk+1, t) d

{ N∑

j=1

SjΘj(t)

}

и поскольку
xk+1∫

xk

B(xk+1, t) d

{ N∑

j=1

SjΘj(t)

}
= B(xk+1, xk+1)Sk+1 = Sk+1,

то ТДФ для частично вырожденного КДУ (28.1) с начальными

условиями (32.3) будет выглядеть следующим образом:

Yk+1 = Bk+1,kYk + Sk+1, Y0 = (y10, y
2
0, . . . , y

q−1
0 )⊤.

Напоследок, стоит отметить, что использование ТДФ, в от-

личие от (q+1) -точечного ТРС, позволяет получать не только

значение решения начальной задачи для обобщенного КДУ в уз-

лах сетки, но и значение его (решения) квазипроизводных в этих

точках.

Пример 32.2. Построим ТДФ для начальной задачи

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5
N∑
k=1

hδ(x−xk) 0 −1

4
N∑
k=1

hδ(x−xk) 0 0 0




Y,

Y0 = (0, 0, 1,−1)⊤.
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H Для вычисления Bk+1,k = B(xk+1, xk) в формуле (32.1) вос-

пользуемся выражением (31.24). Тогда

Yk+1 =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1 + 5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



Yk, k = 0, ν − 1, (32.4)

Y0 = (0, 0, 1,−1)⊤. (32.5)

Заметим также, что ТДФ (32.4), (32.5) является точной и для

начальной задачи (31.5), (31.19) в силу замечания 32.1. N

§ 33. Аппроксимация решений квазидифференциальных

уравнений

В задачах аппроксимации и, в частности, при приближенном ре-

шении интегральных и дифференциальных уравнений важную

роль играют теоремы о предельном переходе под знаком интегра-

ла Римана–Стилтьеса. Напомним некоторые известные результа-

ты. Как и в случае интегралов Римана, имеет место

Теорема 33.1 [155, c. 69]. Пусть g ∈BV [a, b], а последова-

тельность функций fn(x) такова, что интеграл
b∫
a

fn(x)dg(x)

существует для n∈N и fn(x)⇒ f(x) на [a, b]. Тогда интеграл
b∫
a

f(x)dg(x) также существует и

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Другой вариант теоремы, не требующий равномерной сходимо-

сти fn(x) на отрезке [a, b] выглядит так.
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Теорема 33.2 [155, c. 71]. Пусть g ∈BV [a, b], а последова-

тельность функций fn(x) имеет равномерно ограниченную ва-

риацию на [a, b], т. е.
b∨
a
(fn)6V при n∈N, и для каждого

x ∈ [a, b] предел lim
n→∞

fn(x) = f(x). Если существуют интегра-

лы
b∫
a

fn(x)dg(x) при n∈N и
b∫
a

f(x)dg(x), то

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Относительно интеграла Римана–Стилтьеса интересна и дру-

гая постановка вопроса: задана последовательность функций

gn(x) с ограниченной вариацией на отрезке [a, b] ; при каких усло-

виях для фиксированной функции f(x) под знаком интеграла
b∫
a

f(x)dgn(x) возможен предельный переход?

Здесь имеют место следующие теоремы [48,73].

Теорема 33.3 (Первая теорема Хелли). Пусть функции gn(x)

с ограниченной на [a, b] вариацией сходятся в каждой точ-

ке этого отрезка к некоторой функции f(x), причем пол-

ные вариации функций gn(x) ограничены в совокупности, т. е.
b∨
a
(gn) 6 V при n∈N. Тогда предельная функция g(x) также

имеет ограниченную вариацию и для произвольной непрерыв-

ной функции f(x) имеет место равенство

lim
n→∞

b∫

a

f(x)dgn(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Если первая теорема Хелли дает условия, при которых под

знаком интеграла Римана–Стилтьеса возможен предельный пе-

реход по некоторой последовательности функций gn(x) с огра-

ниченной вариацией, то вторая теорема выясняет, когда можно
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гарантировать само существование последовательности {gn(x)},
удовлетворяющей условиям первой. Точнее говоря, вторая тео-

рема Хелли позволяет обойти вопрос о сходимости последова-

тельности функций ограниченной вариации, опираясь при этом

на простые свойства равномерной ограниченности и равномерно

ограниченной вариации.

Теорема 33.4 (Вторяа теорема Хелли). Пусть на отрезке

[a, b] задано бесконечное множество функций G = {g(x)}. Ес-

ли все функции множества равномерно ограничены и равно-

мерно ограничены их вариации, т. е.

|g(x)| 6 M,
b∨

a

(g) 6 V

(постоянные M и V одинаковы для всех g ∈ G ), то из мно-

жества G можно выделить последовательность {gn(x)}, ко-

торая в каждой точке отрезка [a, b] сходится к некоторой

функции g(x) с ограниченной вариацией.

Рассмотрим несколько иные варианты первой теоремы Хелли,

которые не требуют непрерывности функции f и в какой-то сте-

пени являются "симметричными" к теоремам 33.2 и 33.1.

Теорема 33.5. Пусть f ∈BV [a, b], а последователь-

ность функций gn(x) такова, что
b∨
a
(gn)6V при n∈N

и lim
n→∞

gn(x) = g(x) для каждого x∈ [a, b]. Тогда при усло-

вии существования интегралов
b∫
a

f(x)dgn(x) для n∈N и

b∫
a

f(x)dg(x) имеет место равенство

lim
n→∞

b∫

a

f(x)dgn(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).
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Доказательство этой теоремы проводится по схеме доказатель-

ства первой теоремы Хелли [48, с. 366] с использованием то-

го факта [181], что для произвольной функции f ∈ BV [a, b]

существует последовательность ступенчатых функций f d
n(x) та-

кова, что lim
n→∞

‖f d
n − f d‖BV = 0, а следовательно, (см. с. 44)

f d
n(x) ⇒ f d(x) на [a, b], где f d(x) — дискретная составляющая

функции f(x).

Теорема 33.6. Пусть функции gn∈BV [a, b] при n∈N и

gn(x)⇒ g(x) на [a, b]. Тогда для произвольной функции f ∈
BV [a, b] при условии существования интегралов

b∫
a

f(x)dgn(x)

для n∈N и
b∫
a

f(x)dg(x) имеет место равенство

x∫

a

f(t)dgn(t) ⇒

x∫

a

f(t)dg(t) на [a, b].

Что касается доказательства этой теоремы, то мы сошлемся на

работу [153], где аналогичный результат получен для интеграла

Курцвейля–Стилтьеса, который является более общей конструк-

цией, чем интеграл Римана–Стилтьеса, и охватывает его [57].

Рассмотрим возможность отыскания приближенных решений

задачи Коши для обобщенных дифференциальных систем первого

порядка вида

Y ′ = C ′(x)Y + F ′(x), (33.1)

Y (a) = Y0, (33.2)

где Y (x) — p -мерная вектор-функция, C ∈ BV +
p×p[a, b],

F ∈BV +
p [a, b], а дифференцирование и равенство понимаются

в обобщенном смысле. По этой причине будем рассматривать

только корректные системы вида (33.1), для которых выполня-

ются условия
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[∆C(x)]2 = 0, ∆C(x)∆F (x) = 0 ∀x ∈ [a, b], (33.3)

гарантирующие, что при исследовании таких систем не будет воз-

никать проблема умножения распределений.

Пусть в результате некоторой аппроксимации коэффициентов

системы (33.1) имеем приближенную обобщенную дифференци-

альную систему

Y ′
ν = C ′

ν(x)Yν + F ′
ν(x) (33.4)

с начальным условием

Yν(a) = Y (x0) = Y0. (33.5)

Если предположить, что начальная задача (33.4), (33.5) может

быть эффективно решена, то естественно возникает вопрос, при

каких условиях ее решение "близко" к решению задачи (33.1),

(33.2) и в каком смысле понимается эта близость.

Теорема 33.7. Пусть для матриц C(x) =
(
cij(x)

)p
i,j=1

,

Cν(x) =
(
cνij(x)

)p
i,j=1

и векторов F (x) =
(
f1, f2, . . . , fp,

)
⊤

(x),

Fν(x) =
(
f ν
1 , f

ν
2 , . . . , f

ν
p ,
)
⊤

(x) выполняются следующие условия:

1) Для каждого фиксированного ν и любого x ∈ [a, b]

[∆Cν(x)]
2
= 0, ∆Cν(x)∆Fν(x) = 0;

2) Для каждого фиксированного ν и любого x ∈ [a, b]

∆Cν(x)∆C(x) = 0, ∆Cν(x)∆F (x) = 0;

3) f ν
j (x) ⇒ fj(x) на [a, b] для j = 1, p ;

4) cνij(x) ⇒ cij(x) на [a, b] для 1, j = 1, p ;

5) Для каждого фиксированного ν
b∨

a

(Cν) 6 V = const.

Тогда Yν(x) ⇒ Y (x) на [a, b].
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Доказательство. При выполнении условий корректности

(33.3) начальная задача (33.1), (33.2) в классе функций D
p
C(I)

эквивалентна интегральному уравнению (см. §7)

Y (x) = Y0 +

x∫

a

dC(t)Y (t) + F (x)− F (a), (33.6)

причем интеграл в правой части в силу замечания 6.3 являет-

ся классическим матричным интегралом (на самом деле, набо-

ром скалярных интегралов) Римана–Стилтьеса. Первое условие

теоремы обеспечивает корректность систем (33.4) для каждого

фиксированного ν, а потому задача (33.4), (33.5) в D
p
C(I) экви-

валентна интегральному уравнению

Yν(x) = Y0 +

x∫

a

dCν(t)Yν(t) + Fν(x)− Fν(a).

Рассмотрим разность

Y (x)− Yν(x) =

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)+

+

x∫

a

dCν(t)[Y (t)−Yν(t)] + F (x)− Fν(x) + Fν(a)− F (a),

которая, очевидно, будет иметь смысл (а не будет лишь формаль-

ной!) при условии существования интеграла
x∫
a

dCν(t)Y (t). Для

получения этого факта достаточно показать, что произведение

C ′
ν(x)Y (x) корректно в обобщенном смысле. Действительно, в

силу второго условия теоремы имеем

∆Cν(x)∆Y (x) = ∆Cν(x)
[
∆C(x)Y (x) + ∆F (x)

]
= 0.

Переход к нормам приводит к неравенству
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∣∣Y (x)−Yν(x)| 6

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
+

+

x∫

a

∣∣dCν(t)
∣∣∣∣Y (t)−Yν(t)

∣∣+
∣∣F (x)−Fν(x)

∣∣ +
∣∣F (a)−Fν(a)

∣∣.

(33.7)

Из третьего условия теоремы следует, что для любого ε> 0 су-

ществует такое натуральное число N1(ε), что для всех ν >N1(ε)

и любого x ∈ [a, b] выполняются неравенства
∣∣fj(x)−f ν

j (x)
∣∣ < ε

3p
, j = 1, p.

Тогда, учитывая вид нормы вектора, получим

∣∣F (x)−Fν(x)
∣∣ =

p∑

j=1

∣∣fj(x)−f ν
j (x)

∣∣ < p · ε1
3p

=
ε

3
. (33.8)

По аналогии имеем
∣∣F (a)−Fν(a)

∣∣ < ε

3
. (33.9)

Оценим первое слагаемое в неравенстве (33.7):
∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
=

p∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

p∑

j=1

yj(t)dcij(t)−

−
x∫

a

p∑

j=1

yj(t)dc
ν
ij(t)

∣∣∣∣∣∣
≤

p∑

i=1

p∑

j=1

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

yj(t)dcij(t)−
x∫

a

yj(t)dc
ν
ij(t)

∣∣∣∣∣∣
.

В силу теоремы 33.6 для любого ε > 0 существует такое нату-

ральное число N2(ε), что для всех ν >N2(ε) и любого x∈ [a, b]

выполняются неравенства
∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

d[cij(t)− cνij(t)]yj(t)

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

3p2
, i, j = 1, p,
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тогда ∣∣∣∣∣∣

x∫

a

dC(t)Y (t)−
x∫

a

dCν(t)Y (t)

∣∣∣∣∣∣
<
ε

3
. (33.10)

Таким образом, если учесть оценки (33.8)–(33.10) и выбрать

N(ε) = max{N1(ε), N2(ε)}, то из неравенства (33.7) получим

|Y (x)− Yν(x)| 6 ε +

x∫

x0

|dCν(t)||Y (t)− Yν(t)|.

В силу обобщенной леммы Гронуолла–Беллмана (см. §2) для

ν >N(ε) и x ∈ [a, b] имеем оценку

|Y (x)− Yν(x)| 6 ε exp

(
x∨

a

(Cν)

)
,

откуда согласно пятому условию теоремы следует

sup
x∈[a,b]

|Y (x)− Yν(x)| 6 εeV .

Последнее неравенство вследствие произвольности выбора ε как

раз и означает равномерную сходимость Yν(x) до Y (x) на [a, b].

�

Только что полученный результат можно использовать и для

приближенного решения КДУ. На отрезке [a, b] рассмотрим на-

чальную задачу для КДУ порядка q (= m+n) :
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x),

(33.11)
y[r](a) = yr0, r = 0, q−1, (33.12)

где коэффициенты aij(x) и fk(x) удовлетворяют указанным в §

10 и §15 предположеним (I)–(IV), а квазипроизводные y[r](x)

определяются выражениями (15.2).
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Пусть в результате некоторой аппроксимации коэффициентов

уравнения (33.11) получено обобщенное КДУ
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j(aνij(x)y
(n−i)
ν )(m−j)=

m−1∑

k=0

(−1)k+1(f ν
k )

(k+1)(x)

(33.13)

с начальными условиями

y[r]ν (a) = yr0, r = 0, q−1, (33.14)

С помощью векторов

Y =
(
y, y[1], . . . , y[q−1]

)
⊤

, Yν =
(
yν, y

[1]
ν , . . . , y

[q−1]
ν

)
⊤

,

начальные задачи (33.11), (33.12) и (33.13), (33.14) можно приве-

сти к задачам вида (33.1), (33.2) и (33.4), (33.5) соответственно.

В этом случае теорема 33.7 будет обеспечивать сходимость не

только решения yν(x) к y(x), но и всех его квазипроизводных

y[k]ν (x), k = 0, q−1, к y[k](x).

В завершение, рассмотрим два важных на практике способа

аппроксимации функций cij, fj ∈ BV +[a, b] из теоремы 33.7.

Пусть g ∈ BV +[a, b], тогда g(x) = ϕ(x) + h(x), где ϕ(x) есть

непрерывная составляющая функции g(x), а h(x) — ее функ-

ция скачков (дискретная составляющая). Выберем произвольное

разбиение ων отрезка [a, b], т. е. сетку на [a, b] :

ων = {a = x0 < x1 < . . . < xk < xk+1 < . . . < xν = b} .
На каждом отрезке [xk, xk+1] применим к ϕ(x) линеаризацию :

ϕ(x) ≈ ϕk
ν(x) =

ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1− xk

x + ϕ(xk), k=0, ν−1. (33.15)

Тогда на целом отрезке [a, b] функция ϕ(x) аппроксимируется

кусочно-линейной функцией
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ϕ(x) ≈ ϕν(x) =
ν−1∑

k=0

(
ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1− xk

x + ϕ(xk)

)
. (33.16)

Такую апроксимацию назовем L-аппроксимацией. Тогда

g′(x) ≈
ν−1∑

k=0

ϕ(xk+1)−ϕ(xk)

xk+1−xk

Θk(x) + h′(x). (33.17)

Следовательно, при такой аппроксимации функций cij(x) и

fj(x) дифференциальное уравнение (33.4) будет в худшем слу-

чае уравнением с кусочно-постоянными коэффициентами и δ -

особенностями.

В рамках альтернативного способа аппроксимации, применим

к ϕ(x) дискретизацию, т. е. на каждом полуинтервале [xk, xk+1)

приблизим ϕ(x) постоянной функцией

ϕ(x) ≈ ϕk
ν(x) = ϕ(xk), k=0, ν−1; (33.18)

Таким образом, на всем заданном отрезке [a, b] функция ϕ(x)

аппроксимируется кусочно-постоянной (ступенчатой) функцией

ϕ(x) ≈ ϕν(x) =
ν∑

k=0

ϕ(xk)Θk(x). (33.19)

Заметим, что для строгости дальнейших записей аппроксими-

рующая функция продлена справа от точки b на интервал

(b, xν+1). Такую аппроксимацию назовем D-аппроксимацией. То-

гда, учитывая, что функция ϕν(x) в точке xk имеет скачок

∆ϕν(xk) =ϕ(xk)−ϕ(xk−1), получим

g′(x) ≈
ν−1∑

k=1

∆ϕν(xk)δ(x−xk) + h′(x), (33.20)

Следовательно, в результате такой аппроксимации дифферен-

циальное уравнение (33.4) будет уравнением только с δ -функци-

ями в коэффициентах.
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Следует иметь в виду, что D -аппроксимацию можно осуще-

ствить только при условиях [∆Cν(x)]
2
=0, ∆Cν(x)∆Fν(x) = 0 на

[a, b], т. е., в общем, не для всех элементов cij(x), fj(x).

В предыдущем разделе приведены конструктивные формулы

для отыскания решений обобщенных дифференциальных систем

вида (22.1), однако при условии, если известна фундаментальная

матрица соответствующей определяющей системы. Понятно, что

такую матрицу не всегда удается построить точным способом.

Следовательно, применяя к элементам матриц Ak(x) описанные

выше L - и D -аппроксимации или, возможно, некоторые другие

способы аппроксимации (важным при этом является соблюдение

условий теоремы 33.7), можно при относительно незначительной

вычислительной трудоемкости получать (что, собственно, и про-

иллюстрировано на конкретных примерах в последнем параграфе

монографии) приближенные решения с нужной точностью.

§ 34. Примеры построения приближенных решений

Пример 34.1. Для иллюстрации метода D -апроксимации по-

строим приближенное решение обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения с постоянными коэффициентами

yIV − 5y′′ + 4y = 0 (34.1)

и начальными условиями

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1, (34.2)

и вычислим приближенное значение решения этой задачи в точке

x = 1.
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H Первый способ. Сначала найдем приближенное значе-
ние y(1) решения задачи Коши (34.1), (34.2) с помощью
ТДФ, в процессе построения которой как раз и используем
D -аппроксимацию коэффициентов (точнее, их первообразных)
дифференциального уравнения (34.1).

С помощью вектора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

, где квазипроизвод-
ные введены, как и раньше в примере 31.4, по формулам (31.16),
задача Коши (34.1) (34.2) легко приводится к исходной задаче

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0
0 5 0 −1

4 0 0 0


Y, (34.3)

Y (0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.4)

Введем на отрезке [0, 1] равномерную сетку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}
с шагом h=xk+1−xk =1/ν. Применим D -аппроксимацию к ко-
эффициентам C32=5 и C41=4 (точнее, к их первообразным
c32 =5x+ const и c41=4x+ const ). Тогда по формуле (33.20)
имеем

C32 ≈
ν−1∑

k=1

(5xk − 5xk−1) δ(x−xk) = 5
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1],

C41 ≈
ν−1∑

k=1

(4xk − 4xk−1) δ(x−xk) = 4
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1].

Таким образом, обобщенная дифференциальная система

Y ′
ν =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 −1

4
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 0 0



Yν (34.5)

является приближенной к дифференциальной системе (34.3).
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Начальный вектор для приближенной системы выбираем в со-

ответствии с начальным условием (34.4), т. е. Yν(0) = Y (0).

Система (34.5) является системой вида (31.22) и, следователь-

но, для нее имеет место ТДФ (см. пример 32.2)

Yν(xk+1) =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1 + 5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



Yν(xk),

k = 0, ν−1, причем

Yν(0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.6)

Выбирая разное число точек деления, найдем приближенное зна-

чение решения задачи (34.1), (34.2) в точке x=1, которое будет

первой координатой вектора Yν(xν). Полученные значения при-

ведены во 2-м столбце таблицы 1.

Второй способ. Решим приближенно задачу (34.1), (34.2)

при помощи ТРС. Полученной вследствие применения D -

апроксимации обобщенной дифференциальной системе (34.5)

соотвествует вырожденное КДУ

yIVν − 5

(
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)y

′
ν

)′

+ 4
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)yν = 0, (34.7)

которое является приближенным для уравнения (34.1).

Из вида квазипроизводных (31.16) и начального вектора (34.6)

легко получить следующие начальные условия для уравнения

(34.7):

yν(0) = y′ν(0) = 0, y′′ν(0) = y′′′ν (0) = 1. (34.8)

Используя результаты примера 31.5, видим, что ТРС для на-

чальной задачи (34.7), (34.8) выражается формулой (здесь

ỹk = yν(xk), k = 0, ν ):
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Таблица 1. Приближенное значение y(1) для задачи (34.1), (34.2)

ν ТДФ ε1×103 ТРС ε2×103 МСР ε3×103

100 0.95240307 0.04495 0.95240307 0.04495 0.94704780 5.40022

200 0.95243678 0.01124 0.95243678 0.01124 0.94976818 2.67984

400 0.95244521 0.00281 0.95244527 0.00275 0.95111322 1.33480

800 0.95244732 0.00070 0.95244670 0.00132 0.95178198 0.66604

1600 0.95244785 0.00018 0.95244996 0.00194 0.95212856 0.31946

ỹk+4 −
(
4+5h2− 2

3
h4

)
ỹk+3 +

(
6+10h2+

8

3
h4+

5

3
h6

)
ỹk+2−

−
(
4+5h2− 2

3
h4

)
ỹk+1 + ỹk = 0, k = 0, ν−4,

ỹ0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
, ỹ2 = 2h2+

4h3

3
+
5h4

2
+
5h5

4
− h6

3
− h7

9
,

ỹ3 =
9h2

2
+
9h3

2
+15h4+10h5+

17h6

2
+

+
161h7

36
− 25h8

6
− 5h9

3
+
2h10

9
+
2h11

27
.

Результаты, полученные этим способом при разном числе точек

деления, приведены в 4-м столбце таблицы 1. В этой таблице для

сравнения приведены также результаты (см. 6-ой столбец), полу-

ченные при решении задачи (34.1) (34.2) классическим методом

конечных разностей. Кроме того, в 3-м, 5-м и 7-м столбцах этой

таблицы для удобства указаны (умноженные на 103 ) абсолютные

погрешности ε1, ε2, ε3 соответственно для точной двухточеч-

ной формулы (ТДФ), точного рекуррентного соотношения (ТРС)

и метода конечных разностей (МКР).

Отметим, что точное значение решения задачи Коши (34.1),

(34.2) равно y(1) = −1
3
e + 1

4
e2 + 1

12
e−2 ≈ 0.95244802218267. N
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Пример 34.2. Рассмотрим шарнирно закрепленный на двух

концах x=0 и x=π сжатый стержень длины l=π и перемен-

ной жесткости g(x) = c
1+sinx

(c> 0). Для отыскания критической

силы Pкр необходимо решить задачу на собственные значения

y′′ + p(1 + sinx)y = 0, p = P/c, (34.9)

y(0) = y(π) = 0, (34.10)

первое собственное значение которой p1=Pкр/c как раз и даст

нужный результат.

H Первый способ. Для отыскания приближенного решения

краевой задачи (34.9), (34.10) используем D -аппроксимацию. На

отрезке [0, π] введем равномерную (для удобства) сетку ων =

{xk = kh, k = 0, ν} с шагом h = xk+1 − xk =
π
ν
.

Применим к первообразной α(x) = x − cosx + const коэф-

фициента a(x) = 1+ sinx дискретизацию, т. е. на полуинтервале

[xk, xk+1) аппроксимируем ее постоянной функцией:

α(x) ≈ α(xk) = xk − cos xk + const, x ∈ [xk, xk+1).

Тогда на отрезке [0, π] первообразная α(x) аппроксимируется

ступенчатой функцией вида (33.18):

α(x) ≈ αν(x) =
ν∑

k=0

(xk − cos xk + const)Θk(x), x ∈ [0, π].

Найдем скачок функции αν(x) в точке xk = kh (k = 1, ν) :

∆αν(xk) = αν(xk)−αν(xk−1) = xk − cosxk + const−
− (xk−1− cosxk−1+ const) = h− cos kh+ cos(k−1)h.

Таким образом, согласно (33.20) имеем

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos(k−1)h] δ(x−xk). (34.11)
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Тогда вырожденное КДУ

y′′ν + p
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)yν = 0,

где

αk
ν =h− cos kh+ cos(k−1)h =

π

ν
− cos

πk

ν
+ cos

π(k−1)

ν
,

(34.12)

является, очевидно, приближенным для уравнения (34.9).

Полученное КДУ имеет вид уравнения из примера 30.6 (см.

задачу (30.22)), в котором

c0=0, ck = pα
k
ν, x

∗
k =xk (k = 1, N, N = ν).

Поэтому ТРС для этого уравнения определяется формулой

(30.25), где в силу (30.24) Mk = − ck = − pαk
ν, и, сле-

довательно, соотношение (30.25) запишется в виде (здесь

ỹk = yν(xk), k = 0, ν )

ỹk+1 − (2− phαk
ν)ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1. (34.13)

Из краевого условия на левом конце y(0) = 0 имеем ỹ0=0.

Выбрав ỹ1 равным произвольной ненулевой константе4) (напри-

мер, ỹ1=1 ), из рекуррентной формулы (34.13) найдем ỹν = yν(π),

которое, очевидно, будет зависеть от p, т. е. ỹν = ỹν(p). Тогда

из краевого условия y(π) = 0 получим характеристическое урав-

нение ỹν(p) = 0, корни которого (т. е. собственные значения p )

можно найти, например, методом деления отрезка пополам.

В таблице 2 для сравнения приведены результаты, полученные

(при ν =1600 ) разными методами: МВ — метод Вайнштейна 5),

4) Поскольку собственные функции определяются с точностью до постоян-
ного множителя.

5) ВАЙНШТЕЙН Альберт Львович (1892–1970) — российский экономист
и статистик, один из основоположников российской школы экономико-
математического анализа.
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Таблиця 2. Собственные значения задачи (34.9), (34.10); ν =1600

p МВ МФ МР МD

p1 0.54031883 0.54031789 0.54031885 0.54031883

p2 − − − 2.37174805

p3 5.4486360 5.4477473 5.4486362 5.4486358

p4 − − − 9.762195318

p5 15.312608 15.292913 15.312608 15.3120518

МФ — метод Фикеры 6), МР — метод Ритца 7), МD — метод D-

аппроксимации.

Второй способ. Для сравнения построим приближенное реше-

ние краевой задачи (34.9), (34.10), используя иной способ ап-

проксимации коэффициентов — L -аппроксимацию.

Применим к функции α(x) =x− cos x+ const линеаризацию,

т. е. на отрезке [xk, xk+1] приблизим ее отрезком прямой, прохо-

дящей через точки
(
xk, α(xk)

)
и
(
xk+1, α(xk+1)

)
. Тогда соглас-

но (33.17) имеем

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

h− cos (k + 1)h + cos kh

h
Θk(x)

или в обозначениях (34.12)

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x). (34.14)

6) ФИКЕРА Гаэтано (FICHERA Gaetano, 1922–1996) — итальянский математик,
ученик М. Пиконе, профессор Университета Триеста, Римского университета и
Национального института высшей математики.

7) РИТЦ Вальтер (RITZ Walter, 1878–1909) — швейцарский физик-теоретик и
математик, учился на одном курсе с А. Эйнштейном и М. Гроссманом, работал
в Геттенгенском и Лейденском университетах, в Институте Кайзера, в Высшей
нормальной школе.
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Следовательно, исходное уравнение (34.9) аппроксимируется

КДУ

y′′ν + p
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)yν = 0. (34.15)

Последнее является частным случаем уравнения (30.1), а по-

тому ТРС для него запишется в виде (30.20)–(30.21). Для по-

строения функции Коши K̃ν(x, s) КДУ (34.15) на полуинтервале

[xk, xk+1), т. е. уравнения

y′′ν + p
αk+1
ν

h
yν = 0,

воспользуемся результатами примера 14.2. Поскольку на отрез-

ке [0, π] функция cosx монотонно убывает, то cos xk+1< cos xk.

Тогда, учитывая, что p > 0, имеем

p
αk+1
ν

h
= p

h− cos (k+1)h+ cos kh

h
> 0,

поэтому по формуле (14.5) находим

K̃ν(x, s) =

√
h

pαk+1
ν

sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Поскольку квазипроизводные в смысле уравнения (34.15) и со-

пряженного с ним уравнения (см. §11) определяются по форму-

лам

y[1]ν (x) = y′ν(x), z{1}ν (s) = −z′ν(s),
то

K̃ [1]
ν (x, s) =

∂K̃ν(x, s)

∂x
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),

K̃{1}
ν (x, s) = −∂K̃ν(x, s)

∂s
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),
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K̃ [1]{1}
ν (x, s) = −∂

2K̃ν(x, s)

∂x∂s
= −

√
pαk+1

ν

h
sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Тогда

K̃ν(xk+1, xk) = K̃ν(xk, xk−1) =

√
h

pαk+1
ν

sin
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]
ν (xk+1, xk) = K̃ [1]

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃{1}
ν (xk+1, xk) = K̃{1}

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]{1}
ν (xk, xk−1) = −

√
pαk+1

ν

h
sin
√
phαk+1

ν .

Подставляя последние выражения в формулу (30.20) и учитывая

в силу (30.7), что Mk = 0, после упрощения получим

ỹk+1 − 2 cos
√
phαk+1

ν ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1,

где, как и раньше, ỹk = yν(xk), k = 0, ν.

Далее, для отыскания собственных значений задачи (34.9),

(34.10) так же, как и в первом способе, построим при помощи

аналогичной процедуры характеристическое уравнение и исполь-

зуем метод деления отрезка пополам.

Для удобства в таблице 3 приведены результаты приближен-

ного вычисления первого собственного значения с помощью L - и

D -аппроксимации. N

ЗАМЕЧАНИЕ 34.3. Задачу (34.9), (34.10) можно решить также

посредством ТДФ, построенной для соответствующей прибли-

женной системы, которую можно получить путем как D -, так

и L -апрокисмации. Предлагаем читателю решить задачу этими

методами самостоятельно и сравнить полученные результаты со

значениями, приведенными в таблице 3.



§ 34. Примеры построения приближенных решений 263

Таблица 3. Первое собственное значение задачи (34.9), (34.10)

ν D-аппроксимация L-аппроксимация

100 0.54031183 0.54057761

200 0.54031710 0.54038353

400 0.54031842 0.54033503

800 0.54031875 0.54032290

1600 0.54031883 0.54031987

Следующий модельный пример иллюстрирует необходимость

использования L -аппроксимации.

Пример 34.4. Рассмотрим систему дифференциальных урав-

нений, описывающую вал в слабо деформированном состоянии

под действием сжатия и кручения [47, c. 26]:



−g(x)z′′ = Pz −My′,

−g(x)y′′ = Py +Mz′,
(34.16)

где g(x) = (1 + sinx)−1 — жесткость на изгиб, P — осевая сжи-

мающая сила, M — крутящий момент. Для вала длиной l=π

с закрепленными концами краевые условия для системы (34.16)

имеют вид

z(0) = z(π) = 0; y(0) = y(π) = 0. (34.17)

Известно, что под действием достаточно большого крутящего

момента M вал может терять устойчивость в форме винтооб-

разной линии: с ростом крутящего момента сначала имеет ме-

сто только скручивание, а дальше при определенном критиче-

ском крутящем моменте ось винтообразно деформируется. Если

вал к тому же испытывает влияние со стороны осевой сжимаю-

щей силы (P > 0), то эта винтообразная деформация наступает
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раньше, т. е. при меньшей величине крутящего момента. Напро-

тив, появление растягивающей осевой силы (P < 0) увеличивает

критический момент, повышая тем самым устойчивость вала.

Используя D - и L -аппроксимацию, найдем соотношение меж-

ду параметрами P и M, которое, собственно, и будет служить

условием устойчивости вала.

H Введем матрицу

J =

(
0 −1

1 0

)
.

Тогда краевую задачу (34.16), (34.17) можно записать в вектор-

ном виде следующим образом:

Ȳ ′′ + A(x)Ȳ ′ +B(x)Ȳ = 0, (34.18)

Ȳ (0) = Ȳ (π) = 0,

где Ȳ = (z, y)⊤, A(x) =M(1 + sinx)J, B(x) =P (1 + sinx)E2.

Далее рассмотрим матричное дифференциальное уравнение, ас-

социированное с уравнением (34.18) (см. §17),

Y ′′ + A(x)Y ′ +B(x)Y = 0, (34.19)

вместе с краевыми условиями

Y (0) = Y (π) = O2. (34.20)

С помощью вектора Y = (Y, Y ′)⊤ уравнение (34.19) приведем

к обобщенной дифференциальной системе первого порядка

Y ′ =

(
O2 E2

−B(x) −A(x)

)
Y . (34.21)

Введем на отрезке [0, π] равномерную сетку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}
с шагом h = xk+1 − xk =

π
ν
. Чтобы найти приближенное реше-
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ние системы (34.21), применим D -аппроксимацию к элементу

B(x). Поскольку

B(x) =

(
P (1 + sinx) 0

0 P (1 + sinx)

)

и P = const, то дискретизацию применяем к первообразной для

функции 1+ sinx. При этом воспользуемся полученной в приме-

ре 34.2 аппроксимацией (34.11):

1 + sinx ≈
ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos (k−1)h]δ(x−xk).

Тогда

Bν(x) ≈



P

ν∑
k=1

αk
νδ(x−xk) 0

0 P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)


 =

= P
ν∑

k=1

αk
νδk(x−xk)E2, (34.22)

где αk
ν = h− cos kh + cos (k−1)h.

К элементу A(x) применить D -аппроксимацию не получится,

так как при этом матрица скачков приближенной системы выгля-

дела бы следующим образом:

∆Cν(x) =

(
O2 O2

−∆Bν −∆Aν

)

и, очевидно, не удовлетворяла бы условию корректности[
∆Cν(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ [0, π] (см. (17.6)). Именно поэтому, при-

меним к элементу A(x) L -аппроксимацию. Поскольку

A(x) =

(
0 −M(1 + sinx)

M(1 + sinx) 0

)
,
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то линеаризировать будем снова первообразную функции

1+ sinx. Только теперь применим полученную в примере 34.2

аппроксимацию (34.14):

1 + sinx ≈
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x).

Тогда

Aν(x) ≈




0 −M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)

M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x) 0


 =

=M
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)J. (34.23)

Используя выражения (34.22) и (34.23), запишем дифференци-

альную систему

Y ′
ν =




O2 E2

−P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)E2 −M

ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)J


Yν, (34.24)

которая, очевидно, является аппроксимацией системы (34.21).

Пусть Bν(x, s) — фундаментальная матрица системы (34.24). По

аналогии с (32.2) построим ТДФ

Yν(xk) = Bν(xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.25)

С учетом свойства (d) фундаментальной матрицы (см. теоре-

му 3.2) и структуры матрицы скачков

∆Cν(xk) =

(
O2 O2

−Pαk
νE2 O2

)

дифференциальной системы (34.24) имеем

Bν(xk, xk−1) = (E4 + ∆Cν(xk))Bν(xk−0, xk−1) =
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=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)
B̃k−1

ν (xk, xk−1), (34.26)

где B̃k−1
ν (x, s) — фундаментальная матрица определяющей сис-

темы на полуинтервале [xk−1, xk), т. е. системы

Y ′
ν =

(
O2 E2

O2 −M αk
ν

h
·J

)
Yν. (34.27)

Подставляя выражение (34.26) в ТДФ (34.25), получим соот-

ношения

Yν(xk)=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)
B̃k−1

ν (xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.28)

Построим фундаментальную матрицу B̃k−1
ν (x, s), исполь-

зуя теорему 19.4. Для этого найдем матрицу-функцию Коши

K̃k−1
ν (x, s) КДУ

Y ′′
ν +M

αk
ν

h
JY ′

ν = 0, 1 6 k 6 ν, (34.29)

эквивалентного системе (34.27). Непосредственной проверкой

легко убедиться, что функция Коши этого КДУ определяется вы-

ражением
K̃k−1

ν (x, s) =
(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]
,

где Jk
ν =M

αk
ν

h
J, k=1, ν. Учтем также, что квазипроизводные в

смысле уравнения (34.29) и сопряженного с ним уравнения со-

гласно (17.3) и (17.13) имеют вид

Y [1]
ν (x) = Y ′

ν(x), Z{1}
ν (s) = −Z ′

ν(s) + Jk
νZν(s).

Тогда в силу теоремы 19.4 фундаментальная матрица систе-

мы (34.27) будет выглядеть следующим образом:

B̃k−1
ν (x, s)=

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]

O2 e−Jk
ν (x−s)

)
,
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откуда

B̃k−1
ν (xk, xk−1) =

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)
.

Подставляя эту матрицу в формулу (34.28), получим ТДФ для

системы (34.24), которая одновременно является приближенной

для системы (34.21):

Yν(xk) =

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−J

k
ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)
Yν(xk−1).

(34.30)

Можно показать (см., например, [33, c. 54]), что

e−tJ =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

поэтому

e−Jk
ν h = e−Mαk

νJ =

(
cosMαk

ν sinMαk
ν

− sinMαk
ν cosMαk

ν

)
=

= cosMαk
ν ·E2 − sinMαk

ν ·J.

Вычислим также
(
Jk
ν

)−1
:

(
Jk
ν

)−1
=

(
0 −M αk

ν

h

M αk
ν

h
0

)−1

=

(
0 h

Mαk
ν

− h
Mαk

ν
0

)
= − h

Mαk
ν

J.

Если эти выражения подставить в (34.30) и выполнить умно-

жения блочных матриц, то ТДФ будет выглядеть следующим об-

разом:

Yν(xk) =

(
E2 Gk

ν

−Pαk
ν ·E2 Hk

ν

)
Yν(xk−1), k = 1, ν, (34.31)

где

Gk
ν =

h

Mαk
ν

[
sinMαk

ν ·E2 −
(
1− cosMαk

ν

)
·J
]
,
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Hk
ν =

[
cosMαk

ν −
Ph

M
sinMαk

ν

]
E2−

−
[
sinMαk

ν −
Ph

M

(
1− cosMαk

ν

)]
J.

Из краевого условия (34.20) на левом конце следует, что первая

компонента блочного вектора Yν(0) равна O2. Выбрав вторую

компоненту этого вектора равную любой ненулевой (к примеру,

единичной) матрице, так что Yν(0) = (O2, E2)
⊤, по рекуррентной

формуле (34.31) найдем Yν(π), которое, очевидно, будет зависеть

от параметров P и M. Тогда из краевого условия (34.20) на

правом конце получим уравнение

detY1
ν (P,M) = 0,

где Y1
ν (P,M) — первая блочная компонента вектора Yν(π;P,M).

Это и есть характеристическое уравнение для определения P

и M. Последовательно задавая значения крутящего момента

M, будем вычислять значения осевой сжимающей силы P. При

M =0 или P =0 исходная задача значительно упрощается и

поэтому решается независимо. В таблице 4 приведены число-

вые результаты, а на рис. 1 — кривая зависимости значений

сжимающей силы P от значений крутящего момента M.

Напоследок заметим, что в случае, когда вал имеет постоян-

ное поперечное сечение и, следовательно, g(x) = const, задача

(34.16), (34.17) исследовалась в работе [13], где получено усло-

вие устойчивости в виде соотношения M2

4g2
+ P

g
= π2

l2
. N
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Таблица 4. Зависимость между параметрами P и M

M 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

P 0.540 0.539 0.536 0.530 0.522 0.512 0.499 0.484

M 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

P 0.467 0.448 0.426 0.402 0.376 0.347 0.317 0.283

M 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.09

P 0.248 0.210 0.170 0.128 0.083 0.036 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 M

P

ut ut ut ut ut ut ut ut ut ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut

Рис. 1. Кривая зависимости сжимающей силы от крутящего момента
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− ∼ однородное, 58

− ∼ сопряженное, 67

− квазидифференциальное, 12,

13, 22, 83

− ∼ ассоциированное, 160

− ∼ вырожденное, 211

− ∼ корректное, 83, 113, 119

− ∼ на графе, 22

− ∼ неоднородное, 113, 118,

129

− ∼ однородное, 86

− ∼ с δ -особенностями, 196

− ∼ с кусочно-непрерывными

коэффициентами, 196

− ∼ сопряженное, 13, 84, 119

− ∼ условно корректное, 115

− ∼ частично вырожденное,

205

− матричное

квазидифференциальное

− ∼ неоднородное, 160

− ∼ однородное, 132

− ∼ сопряженное, 137

− обобщенное

дифференциальное, 121, 161

− ∼ корректное, 122

− ∼ неоднородное, 127

− ∼ сопряженное, 124, 161

− характеристическое, 111, 170,

186, 189, 259, 269

условие

− сопряжения, 91

− устойчивости, 269

факторизация оператора, 21

формула

− Дирихле, 55

− интегрирования по частям, 52
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− Лиувилля–Остроградского–

Якоби, 99,

125

− точная двухточечная, 242

фундаментальная система

решений, 101, 107, 126, 127,

141, 148

функционал, 39, 221, 231

функция

− абсолютно непрерывная, 43

− весовая, 19

− Дирака, 29, 31, 39, 48, 118,

160

− Коши, 103, 107, 144, 212

− ∼ конструкция, 109, 110, 151

− непрерывная, 43, 252

− непрерывная справа, 43, 59

− обобщенная, 22, 46, 69

− ∼ новая, 30

− ∼ сингулярная, 48

− ограниченной вариации, 40

− распределения, 201

− сингулярная, 43

− скачков, 43, 50, 252

− Хевисайда, 29, 41

− ∼ смещенная, 39, 118

− характеристическая, 164

эквивалентная рекуррентная

формула, 221, 231

эрмитовое бинарное отношение,

18
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