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МОДЕЛЮВАННЯ ПОЗДОВЖНІХ КОЛИВАНЬ СТРИЖНЯ, ЩО СКЛАДАЄТЬСЯ З 
ДВОХ КУСКІВ І НАВАНТАЖЕННЯМ В ПРАВІЙ ЧАСТИНІ 

 
Нехай 0 2[ ; ]x x  – відрізок дійсної осі; 1x  – довільна внутрішня точка, що розбиває 

відрізок на дві частини. Нехай 0F , 1F , E , ρ  – сталі, 0 ( )g x , 1( )g x  – додатньо визначені 

функції на проміжках [ )0 1;x x , [ )1 2;x x  відповідно. Покладемо 0 0 1 1( )F x F Fθ θ= ⋅ + ⋅ , 

0 0 1 1( ) ( ) ( )g x g x g xθ θ= ⋅ + ⋅ , де iθ  – характеристична функція проміжку [ )1;i ix x + , 0,1i = . 

Визначимо квазіпохідну функції ( , )u x t  як добуток функції ( )F x  та похідної по змінній x  

функції ( , )u x t , тобто [1]
xu F u ′= ⋅ . 

Розглянемо рівняння поздовжніх коливань стрижня 
2

2
( ) ( ) ( )

u uF x F x g x
E x xt
ρ ∂ ∂ ∂ ⋅ = ⋅ + ∂ ∂ ∂

, 0 2( ; )x x x∈ , (0; )t∈ +∞   (1) 

із загальними крайовими умовами 
[1]

11 0 12 0 0
[1]

21 2 22 2 1

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ),

p u x t p u x t t

q u x t q u x t t

ψ

ψ

 + =


+ =
 [0; )t∈ +∞    (2) 

та початковими умовами 

0

1

( ,0) ( ),

( ,0) ( ),

u x x
u x x
t

ϕ

ϕ

=

∂

= ∂

 0 2[ ; ]x x x∈ ,    (3) 

де 0( )tψ , 2
1( ) (0; )t Cψ ∈ +∞ , 0 ( )xϕ , 1( )xϕ  – кусково-неперервні на 0 2( ; )x x . 

Запропонована в даній роботі схема побудови розв’язку належить до прямих методів 
розв’язування крайових задач. Розглянуто п’ять різних випадків крайових умов. Знайдено 
розв’язки таких задач з використанням концепції квазіпохідних, сучасної теорії систем 
лінійних диференціальних рівнянь, класичного методу Фур’є та методу редукції. Концепція 
квазіпохідних дозволяє обходити проблему множення узагальнених функцій, які виникають 
в правій частинні рівняння залежно від виду навантаження. 

За допомогою методу редукції розв’язування задачі зводиться до знаходження 
розв’язків двох задач. Одна задача є стаціонарною неоднорідною крайовою задачею з 
вихідними крайовими умовами. Друга задача є мішаною задачею з нульовими крайовими 
умовами для певного неоднорідного рівняння. Проміжок інтегрування розбиваєтяся на 
відрізки. Задачі розглядаються на кожному відрізку розбиття, а потім за допомогою 
матричного числення записується аналітичний вираз розв’язку. Такий підхід дозволяє 
застосовувати програмні засоби до проц есу вирішення задачі, зокрема для знаходження 
власних значень та власних функцій.  
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ІНТЕРПОЛЯЦІЯ ГРАНИЧНИХ ТРАЄКТОРІЙ КОРОТКОФОКУСНИХ 
ЕЛЕКТРОННИХ ПУЧКІВ З ВИКОРИСТАННЯМ РІЗНИХ МЕТОДІВ 

Розглянуто два методи інтерполяції граничної траєкторії короткофокусних електронних 
пучків за умови їхнього транспортування в низькому вакуумі в іонізованому газі, з урахуванням 
компенсації просторового заряду електронів пучка іонами залишкового газу. Такі фізичні 
умови формування та транспортування електронного пучка відповідають умовам роботи 
технологічних джерел електронів високовольтного тліючого розряду. Показано, що головною 
особливістю математичних функцій, які описують граничні траєкторії таких електронних 
пучків, є те, що вони мають глобальний мінімум в області фокусу пучка, а за межами цієї 
області характер функції є близьким до лінійного. Головні основи теорії інтерполяції таких 
функцій були розглянуті у роботі [2]. Також був запропонований метод кускової інтерполяції 
таких функцій з використанням лінійних та параболічних залежностей, відповідне аналітичне 
співвідношення записувалось у вигляді арифметико-логічного виразу [2]. У роботі [2] такий 
метод названий комбінованою інтерполяцією. 

У даній роботі запропонований інший метод інтерполяції граничних траєкторій 
короткофокусних електронних пучків, оснований на використанні класу алгебраїчних функцій: 

𝑟(ℎ) = �𝐶𝑛ℎ𝑛 + 𝐶𝑛−1ℎ𝑛−1 + ⋯+ 𝐶2ℎ2 + 𝐶1ℎ + 𝐶0
𝑛 ,   (1) 

де n – порядок функції інтерполяції, C0, …, Cn – поліноміальні коефіцієнти, які 
визначаються як результат розв’язування системи лінійних рівнянь:  

𝐶𝑛ℎ𝑖𝑛 + 𝐶𝑛−1ℎ𝑖𝑛−1 + ⋯+ 𝐶2ℎ𝑖2 + 𝐶1ℎ𝑖 + 𝐶0 = 𝑟𝑖𝑛, 𝑖 ∈ [0, … ,𝑛].  (2) 
За умови n = 2 для визначення положення фокусу електронного пучка hф2 та його 

фокального радіусу rф2 отримані наступні математичні вирази: 

ℎф2 = − 𝐶1
2𝐶2

,  𝑟ф2 = �𝐶0 −
𝐶12

4𝐶2
.     (3) 

Проведений аналіз точності інтерполяції граничної траєкторії короткофокусного 
електронного пучка відносно даних чисельного моделювання, отриманих в результаті 
розв’язування системи алгебро-диференціальних рівнянь, наведеної у роботі [3]. 
Показано, що у разі використання методу комбінованої інтерполяції похибка оцінки 
фокальних параметрів короткофокусного електронного пучка перевищує 10% , а у разі 
використання співвідношень (1 – 3) ця похибка не перевищує 8%, а у більшості випадків 
складає частку відсотку. 

Отримані результати моделювання та інтерполяції є вкрай цікавими для фахівців, 
які займаються розробкою сучасного електронно-променевого технологічного обладнання 
та його впровадженням у промисловість. 
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