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УДК: 517. 912 
Р.М. ТАЦІЙ, О.Ю. ЧМИР, О.О. КАРАБИН

Львівський державний університет безпеки життєдіяльності

ЗА ГА Л Ь Н І К РА Й О В І ЗА Д А Ч І Д Л Я  М О Д Е Л Ю В А Н Н Я  П О ЗД О В Ж Н ІХ
К О Л И В А Н Ь  С Т РИ Ж Н Я

М оделю вання коливальних процесів п о в ’язане з  диф еренціальним и р івнянням и  
другого порядку в част инних похідних (загальні крайові задачі). П оздовж ні коливання  
ст риж нів є коливальним и процесами, для вивчення яких заст осовую т ься дискрет но- 
неперервні м ат ем ат ичні моделі, основою  яких є загальні крайові задачі. М ет оди  
р о зв  ’язування нест аціонарних крайових задач м ож на поділит и на прямі, основу яких  
ст ановит ь м ет од відокрем лення змінних, м ет од дж ерел (мет од ф ункц ії Ґріна), м ет од  
інт егральних перетворень, наближ ені т а числові методи.

У  багат ьох випадках от рим ання р о зв  ’язк ів  т аких задач в зам кнут ом у вигляді 
викликає великі труднощ і. Уникнути т руднощ ів м ож на зведенням  вказаних задач до  
квазідиф еренціальних рівнянь, аналіт ичні р о зв  ’язки  яких  порівняно легш е м ож на  
от рим ат и із заст осуванням  м ат ричного числення. О бґрунт ування існування т а  
побудова т очних аналіт ичних р о зв  ’язк ів  квазідиф еренціальних рівнянь, розробка  
програм  для наближ ених обчислень власних значень т а власних ф ункцій є акт уальним  
завданням.

Запропонована в даній роб от і схем а побудови р о з в ’язку  належ ит ь до прям их  
м ет одів р о зв  ’язування крайових задач. В  роб от і розглянут о загальні крайові задачі для  
поздовж ніх коливань стриж ня, який  складаєт ься з  двох част ин кусково-ст алого  
перерізу, т а з  навант аж енням, заданим  у  правій част ині диф еренціального рівняння. 
Р озглянут о п ’ят ь р ізн и х  випадків крайових умов. Знайдено р о зв  ’я зки  т аких задач з  
використ анням  концепції квазіпохідних, сучасно ї т еор ії сист ем лін ійних  
диф еренціальних рівнянь, класичного м ет оду Ф у р ’є т а м ет оду редукції. К онцепція  
квазіпохідних дозволяє обходит и проблем у м нож ення узагальнених функцій, як і 
виникаю т ь в правій част инні р івн яння  залеж но від виду навант аж ення.

За  допомогою  м ет оду р ед у к ц ії р о з в ’язування задачі зводит ься до знаходж ення  
р о зв  ’язк ів  двох задач. О дна задача є ст аціонарною  неоднорідною  крайовою  задачею  з  
вихідним и крайовим и умовам и. Д руга  задача є м іш аною  задачею  з  нульовим и крайовими  
ум овам и для певного неоднорідного рівняння. П ром іж ок інт егрування розбиваєт ься на  
відрізки. Задачі розглядаю т ься на кож ному відрізку розбит т я, а  пот ім  за  допомогою  
м ат ричного числення записуєт ься аналіт ичний вираз р о зв  ’язку. Такий підхід дозволяє  
заст осовуват и програм ні засоби до процесу р о зв  ’язання задачі, зокрем а для  
знаходж ення власних значень т а власних функцій.

К лю чові слова: квазідиф еренціальне рівняння, крайова задача, м ат риця Коші, 
задача  на власні значення, м ет од Ф у р ’є, м ет од власних функцій.

Р.М. ТАЦИЙ, О.Ю. ЧМЫРЬ, О.О. КАРАБЫН
Львовский государственный университет безопасности жизнедеятельности

О БЩ И Е К РА ЕВЫ Е ЗА Д А Ч И  Д Л Я  П РО Д О Л Ь Н Ы Х  К О Л Е Б А Н И Й  С Т ЕРЖ Н Я

М оделирование колебат ельны х процессов связано с диф ф еренциальны ми  
уравнениям и вт орого порядка в част ны х производны х  (общ ие краевы е задачи). 
П родольны е колебания ст ерж ней являю т ся колебат ельны м и процессам и для изучения  
кот оры х прим еняю т ся дискрет но-непреры вны е м ат ем ат ические модели, основой  
кот оры х являю т ся общ ие краевы е задачи. М ет оды  реш ения нест ационарны х краевы х

10.32782/2618- 0340/ 2020 . 1- 3.20
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задач м ож но разделит ь на прямые, основу кот оры х сост авляет  м ет од разделения  
переменных, м ет од ист очников  (мет од ф ункции Грина), м ет од инт егральны х  
преобразований, приближ енны е и численные методы.

В о  м ногих случаях получение реш ения  т аких задач в зам кнут ом  виде вызы вает  
больш ие трудност и. И збеж ат ь т рудност ей м ож но сведением  указанны х задач к 
квазидиф ф еренциальны м  уравнениям , аналит ические реш ения  кот оры х сравнит ельно  
легче м ож но получит ь с прим енением  м ат ричного исчисления. О боснование  
сущ ест вования и пост роение т очны х аналит ических реш ений  квазидиф ф еренциальны х  
уравнений, разработ ка програм м  для приближ енны х вы числений собст венны х значений  
и собст венны х ф ункций являет ся акт уальной задачей.

П редлож енная в данной работ е схем а пост роения реш ения  от носит ся к 
прям ы м  м ет одам  реш ения краевы х задач. В  работ е рассм от рены  общ ие краевы е  
задачи для продольны х колебаний стерж ня, кот оры й сост оит  из двух част ей кусочно
пост оянного сечения, и с нагрузкой, заданной в правой част и диф ф еренциального  
уравнения. Рассм от рены  пят ь различны х случаев краевы х условий. Н айдено реш ение  
т аких задач с использованием  концепции квазипроизводных, соврем енной т еории  
сист ем линейны х диф ф еренциальны х уравнений, классического м ет ода  Ф урье и 
м ет ода редукции. К онцепция квазипроизводны х позволяет  обходит ь проблему  
ум нож ения обобщ енны х функций, возникаю щ их в правой част и уравнения  в 
зависим ост и от вида нагрузки.

С  пом ощ ью  м ет ода редукции  реш ения  задачи сводит ся к нахож дению  реш ений  
двух задач. О дна задача являет ся ст ационарной неоднородной краевой задачей  с 
исходны м и краевы ми условиями. Вт орая задача являет ся см еш анной задачей  с 
нулевы ми краевы ми условиям и для определенного неоднородного уравнения. 
П ром еж ут ок инт егрирования разбивает ся на отрезки. Задачи рассм ат риваю т ся на  
каж дом от резке разбиения, а  зат ем  с пом ощ ью  м ат ричного исчисления записы вает ся  
аналит ическое выраж ение реш ения. Такой подход позволяет  применят ь програм мны е  
средст ва в процессе реш ения задачи, в част ност и для нахож дения собст венны х  
значений и собст венны х функций.

К лю чевы е слова: квазидиф ф еренциальное уравнение, краевая задача, м ат рица  
Коши, задача на собст венны е значения, м ет од Фурье, м ет од собст венны х функций.

R.M. TATSIJ, O.Yu. CHMYR, O.O. K ARA BY N  
Lviv State University of Life Safety

TH E TO TA L BO U N D A R Y  V A LU E PR O B L E M S FO R  L O N G IT U D IN A L
O SC ILL A T IO N S O F R O D

M odeling  o f  oscillatory processes is a ssocia ted  w ith  second-order d ifferentia l 
equations in p a r tia l derivatives (general boundary value prob lem s). Longitudinal oscillations  
o f  rods are oscillatory processes fo r  the study o f  w hich  discrete-continuous m athem atical 
m odels are used, the basis o f  w hich are genera l boundary value prob lem s. M ethods fo r  
so lv ing  nonstationary boundary value prob lem s can be d ivided  into direct, w hich are based  
on the m ethod  o f  separating  variables, the m ethod  o f  sources (G reen's fu n c tio n  method), the 
m ethod  o f  in tegral transformations, approxim ate a n d  num erical m ethods.

In  m any cases, ob taining solutions to such p rob lem s in a  c losed  fo rm  is very difficult. 
D ifficulties can be a vo id ed  by reducing  these prob lem s to quasi-differentia l equations, the 
analytica l solutions o f  w hich  are rela tively easier to obtain using  m atrix calculus. 
Substantiation o f  existence a n d  construction o f  exact analytica l solutions o f  quasi-differentia l
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equations, developm ent o f  program s fo r  approxim ate calculations o f  eigenvalues a n d  
eigenfunctions is an urgent task.

The schem e o f  solution p ro p o sed  in this p a p e r  belongs to the d irect m ethods o f  so lving  
boundary value prob lem s. The p a p er  considers genera l boundary value prob lem s fo r  
longitudinal oscillations o f  a  rod, w hich  consists o f  two p ieces  o f  p iece-stable  cross-section  
a n d  load  in the right p a r t. F ive d ifferent cases o f  boundary conditions are considered. 
Solutions o f  such  prob lem s are fo u n d  using  the concept o f  quasi-derivatives, m odern theory o f  
system s o f  linear d ifferentia l equations, the c lassica l F ourier m ethod  a n d  the reduction  
m ethod. The concept o f  quasi-derivatives allow s to bypass the prob lem  o f  m ultiplication o f  
genera lized  fu n c tio n s  that occur in the righ t-hand side o f  the equation depending  on the type 
o f  load.

U sing  the reduction method, the solution o f  the prob lem  is reduced  to f in d in g  the 
solutions o f  two prob lem s. O ne prob lem  is a  sta tionary inhom ogeneous boundary value  
prob lem  w ith  in itia l boundary conditions. The second  prob lem  is a  m ixed  prob lem  w ith  zero  
boundary conditions f o r  a  certain inhom ogeneous equation. The integration in terval is 
d ivided  into segments. The prob lem s are considered  on each segm ent o f  the partition, a n d  
then the analytica l expression o f  the solution is w ritten w ith the help o f  m atrix calculus. This 
approach allow s you to apply software to the process o f  so lv ing  the problem , in particu la r to 
f in d  eigenvalues a n d  eigenfunctions.

K eyw ords: quasi-differentia l equation, the boundary value problem , the 
C auchy matrix, the eigenvalues problem , the m ethod  o f  Fourier a n d  the m ethod  
o f  eigenfunctions.

П остановка проблем и
Математичне моделювання реальних фізичних процесів та явищ, яке враховує 

єдність дискретної та неперервної природи, як правило, приводить до необхідності 
дослідження, так званих, квазідиференціальних рівнянь із узагальненими функціями в 
коефіцієнтах та правих частинах. Для знаходження розв’язків таких рівнянь широко 
застосовується математичний апарат теорії узагальнених функцій, а також концепція 
квазіпохідних.

Узагальнення та обґрунтування методу побудови точних аналітичних та 
наближених розв’язків таких задач із врахуванням зосереджених факторів та розробка 
математичних і комп’ютерних моделей коливальних процесів є важливим та 
актуальним науково-практичним завданням.

А наліз останніх дослідж ень і публікацій
М етоди розв’язування нестаціонарних крайових задач можна поділити на прямі, 

основу яких становить метод відокремлення змінних, метод джерел (метод функції 
Ґріна), метод інтегральних перетворень, наближені та числові методи.

Запропонована у цій роботі схема належить до прямих методів розв’язування 
крайових задач. В основу реалізації цієї схеми покладено концепцію квазіпохідних [1], 
метод зведення вихідної задачі до розв’язування двох простіших, але взаємопов’язаних 
задач, сучасну теорію систем лінійних диференціальних рівнянь, класичний метод 
Фур’є та модифікований метод власних функцій.

У роботі [2] розглянуто загальну схему дослідження поздовжніх коливань 
стрижнів кусково-сталого перерізу. Отримано явні формули розв’язку та його 
квазіпохідної такої задачі для будь-якого підінтервалу основного проміжку, які є 
справедливими для довільної скінченної кількості точок розриву першого роду у 
функціях -  коефіцієнтах задачі.
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У роботі [3] розглядається гіперболічне рівняння з кусково-неперервними за 
просторовою змінною коефіцієнтами та правими частинами з найбільш загальними 
локальними крайовими умовами. Виділено випадок кусково-сталих коефіцієнтів та 
правих частин, коли розв’язки вихідної задачі можуть бути отримані в замкненій формі.

В цій роботі досліджуються поздовжні коливання стрижня, який складається з 
двох частин кусково-сталого перерізу та має навантаження, яке задається функцією в 
правій частині рівняння. За допомогою методу редукції дослідження зводиться до  
знаходження розв’язку двох задач: стаціонарної неоднорідної крайової задачі з 
вихідними крайовими умовами та мішаної задачі з нульовими крайовими умовами для 
певного неоднорідного рівняння.

М ета дослідж ення
М етою роботи є отримання власних значень і власних функцій та розв’язок 

нестаціонарної крайової задачі поздовжніх коливань стрижня з двох частин кусково- 
сталого перерізу з навантаженням, яке задається функцією в правій частині рівняння.

Викладення основного м атеріалу дослідж ення  
1. О сновні позначення, ф орм улю вання задачі та допом іж ні твердж ення.
Нехай [х0 ; Х2 ] -  відрізок дійсної осі; х1 -  довільна внутрішня точка, що розбиває 

відрізок на дві частини.
Нехай І 0 , І , Е , р  -  сталі, go (х ) ,  g l (х) -  додатньо визначені функції на

проміжках [Хо; X]) ,  [Х]; Х2  ) відповідно. Покладемо і (х) = і 0  • #о + І  '@\, 

g (х) = g о(х )•до + g l ( х ) •в \, де в і -  характеристична функція проміжку [х і ;х і+1) ,  і = 0,1. 

Визначимо квазіпохідну функції и  (х, ї ) як добуток функції і  (х) та похідної по змінній

х  функції и (х, ї ) , тобто и[1] = І  •и х  .
Розглянемо рівняння поздовжніх коливань стрижня

р  д 2и д (  ди ^
— •і ( х )  — = т -  і ( х > Т - 1 + g (x ), х є  (хо;х 2 ) , ї є  (о ; +да) (1) 
Е  д ї2 дх У д х )

із загальними крайовими умовами

Рі1и (x0, ї ) + Рі2-[1](x0 , ї ) = / 0 (їX ї є [о. +да) (2)

Ч21и (x2, ї ) + Ч22и[1]( ̂  ї ) = / (ї X

та початковими умовами

и ( х, 0) = ^о( х ),

ди х є [х0;х2],
ди (х, 0) = щ (х), 10 2' 
дї

(3)

2
де у/о(ї) ,  / / ( ї )  є  С  (0; +<»), <Ро(х ) ,  <^(х) -  функції, кусково-неперервні на (хо;х2 ) .

М етод редукції відшукання розв’язку задачі детально описаний, наприклад, в 
[4 -5 ]. Згідно з цим методом, розв’язок задачі (1 )-(3 ) шукаємо у вигляді суми двох 
функцій
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и  (х, ї ) = х, ї ) + у( х, ї) . (4)
Одну з функцій, наприклад ^(х, ї ) , побудуємо спеціальним способом, тоді 

функцію у( х, ї ) визначимо, використавши функцію w( х, ї ).
2. П обудова ф ункції w(х, ї ).
Запишемо крайову задачу для функції w( х, ї)

( р  (х) • щ ) х  = - %(x ),

Р і М  х0 , ї) + Р12w[1] (х0, ї) = ^0 (ї X 

д 2 іИ  х 2 , ї ) + 422w[1] ( х2 , ї) = ¥ \ ( ї),
ї є  [0; +да).

(5)

(6)

Зауважимо, що змінна ї  тут вважається параметром.
В основі методу розв’язування задачі (5), (6) лежить концепція квазіпохідних [6].

А 0 ^
Введемо вектор Ж  =

Vw[1]У
О  = За таких позначень

квазідиференціальне рівняння (5) зводиться до еквівалентної системи диференціальних 
рівнянь першого порядку

ґ

Ж х =
0

Р  ( х) 
0 0

Ж + О . (7)

Під розв’язком системи (7) розуміємо абсолютно-неперервну вектор-функцію  
Ж (х, ї ) ,  що за змінною х справджує її майже скрізь (див. [6]).

Крайові умови (6) запишемо у векторній формі

Р  •Ж  (х0, ї) + б  •Ж  (х2, ї) = Г ( ї ) , (8)

де Р  = ҐР11 Р12Л

V 0 0 У
, б =

С 0 0 ^

V421 422 у
причому г а щ ( Р  | б )  = 2 , Г ( ї ) = > 0 (ї)  ̂  

ч^1(ї) У

Нехай wi (х, ї ) та W[[1]( х, ї ) визначені на проміжку [ хі ; хі+ і), і = 0,1. Покладемо

w (х, ї ) = Wo (х, ї)00 + Wl (х, ї ) в і . (9)

Система (7) відповідно на проміжках [ хі ; хі+ і) , і = 0,1 набуває вигляду

С Щ л '

V wi1] У ^ і  У х

0 ^
Рі

V0 0 У

( 10)

Розглянемо однорідну систему, що відповідає системі (10)

10.32782/2618- 0340/ 2020 . 1- 3.20
198



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020

(  щ  V

V ^ 1]V і У

Ґ0
Р

V0 0 У

(  ш і ^

V ші1]V і у

Матриці Коші В і (х, 5) і = 0,1 таких систем відповідно матимуть вигляд

Вг (х, 5) = Г 1де Ьг (х, 5) =1 —  
* 77.

X -  5

Позначимо

( 11)

Сє/ Сє/
B (х1, х0) = B0(х1, х0 ^  B (х2, х0 ) = В1 (х 2, х1) • B0(х1, х0) . (12)

Структура (11) матриць Bi (х, 5) і = 0,1 дає можливість встановити структуру 

матриць (12)

Сє/

Ґ 1 х1 -  х0 >

Р0

V0 1 У

, B (х2, х0 ) =

причому В(Х і , хі ) = I , і = 0,1, де I  -  одинична матриця.

Розв’язки систем (10) на проміжках [х0 ;х і) та [х^Х2 ] відповідно мають вигляд

Ж г (х, г) = Bi (х, хг) • Рг + |  Bi (х, 5 ) • О г (5 ) С5,

хг

де Р г , і = 0,1 -  поки що невідомі вектори.

(13)

В точці х  = хі повинна виконуватись умова спряження, а саме 

Ж і(Хі, Ґ) = Ж 0(Хі, ґ) (див. [6]), в результаті чого одержимо рекурентне співвідношення

_  _  хі _
Р і = В0(хі, Х0) • Р0  + І  В0( хі, 5) • О  0 (5 ) й ь , ( і4 )

х0

де Р 0  -  початковий (невідомий) вектор.

_  йє/ _
Нехай Ж (Х0 , Ґ) = Р 0  . Використовуючи (і3 ) , ( і2 )  та ( і4 ) , визначаємо

__ й г /__ _ хі _ х2 _
Ж  (х2, ґ) = Ж  і(х 2 , ґ) = В (х2 , х0)Р 0  + в і (х2, хі ) І  В0 ( хі , 5) • 0 0 (5 ) йя + |  Ві (х2, 5) • О і(5) йя =

Х0 хі
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_ _ _ _ "К _
В (х2, х0)Ро + В \(х2, х\ ) 2 \  + 2  2 , де 2 к  = |  Вк-1(хк, 5) • О к -і(5 ) й 5 , к  = 1,2.

хк-і

Підставивши Ш (х0 , і ) та Ш (х 2 , і ) в крайові умови (8), одержуємо

Р  0 = [Р  + б  •В (х 1, хо)]-1 ( г - 0  (В \( х2, х \)2 \  + 2  2 ) ) .  (15)

Обчислимо

[ Р  + Є - В (  х2, х о ) Г  = -
А

-1 1 Г 421° + 422 -  Р\2  ̂

-421 Р11
(16)

Де °  = Е  Ьт  (хш+Ь хт ̂  А = Р і1(421° + 422 ) -  42іРі2 *  0 ;
т=0

Гщо(і)  ̂ Г 0 0 ^

Щ і(і) , V421 422 у

Г - б  ( В \ (  х2, х \ )  2 1 + 2  2  ) =

хІ _ х2 _
В\( х2, х\) і  В0(х\, 5) • 00(5) йь + І  В\( х2,5) • О\( 5) йь . (17)

Запишемо праву частину (17) в матричному вигляді

хк

- |  Ьк-1(хк , 5 ) - Як-1(5) й5

|  В к-1(хк , 5>  ° к -1(5) й5
хк-і

хк-і

- |  Як- \ (5) й5
хк-і

Г

4 - і (  хк)
= 2 к , к  = 1,2,

_ ' " і  _
В \( х2, х \)2 і  = В \( х2 , х\) |  В0 ( х\, 5 ) • О  0 (5 ) й5

Таким чином, отримуємо

І 0( хі ) + х2 ^ х\ 1()1]( х1)
Я

101]( х\)

ґ

Г-б (В\( х2, х\) 2 1 +2 2 ):
Щ0(і)

щ ( і) - 421 і і 0(х\) + х2 - х і  г[ 1 ] \ + т.(,г.\\-„..і \ +  Н1]
Я І 0 (х1) + І 1(х2) -  422 (І 0 (х1) + 11

( 18)

Підставивши (16) та (18) у (15) та (14), отримуємо вектори:

0

10.32782/2618- 0340/ 2020 . 1- 3.20
200



ПРИКЛАДНІ ПИТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ Т. 3, № 1, 2020

Р о  =

( ( 
У/ о ( і ) (421ст +  4 2 2 )  -  Р12

- ? 2 1 ^ о (^ ) +  р 11

Ч/ 1( і ) -  4 21 ^ 0 (х 1) +  2 р  1 / 0 11( х 0  +  І 1( х 2 )  -  4  22 ( 4 11( ̂  +  А^1 ](х 2 ) )
V р 1 )

(  )  4
^ 1 ( 0  -  421 Л ) ( х 1)  +  2 р  1 Д 11(х1) +  ̂ 1( х 2 ) -  422 ( І[ 1̂1(х1) +  4 11(х2 ) )

( 19)

/  )

Р1 =
( 1 х1 -  хо )

0
Ро
1

_ ’ * і  _
Ро + 1 5 0 (х1, • G 0 (5 ) ds ■■

(  Х1 -  Х0 ( І0(х1) )
Р)
1

Ро +
10'’( Х1).

(20)

На основі формул (13), (19), (20) після перетворень отримаємо вектор-функції 
Ж 0 (х , і ) та Ж  1 (х, і ) на проміжках [Х0 ; х ^  та [х^ х2 1, відповідно:

Ж  0 ( х, і ) =
\  х -  V

Р0
1

Ро +
' І 0 ( х ) ' 

V І011( х ))

Ж  1 ( х, і ) =
( 1 х1 -  х0 + х -  х1 ) Ч й ) + ~ т г~  4 Ч( х1)Л V  х) 1

р 0 Р1 Ро + р 1 +
4 " ( х ) )

V0 1 ) V І 011( х1) )

(21)

Перші координати векторів Ж 0 (х, і ) та Ж  1 (х, і ) в (21) є шуканими функціями 

Wо(х , і ) та м-1 (х , і ) ,  відповідно. Підставляючи їх у (9), отримуємо розв’язок на всьому 

проміжку [ х0 ; х2 1 .

3. П обудова ф ункції у(х, і ) .

Запишемо мішану задачу для функції у(х, і ) . Для цього підставимо (4) в (1 )-(3 ), 

врахувавши, що функція w (х, і) задовольняє вимогам (5 )-(6 ) Одержуємо

дх
д ( Р ( х ) д - ) - Р • Р (х )  —  = Р ■ Р ( х ) •—

д х)  Е  д і2 Е  д і2
х є  (х0 ; х2 ) ,  і є  (0 ; + ю ) . (2 2 )

V (х ,0 ) = ф 0( х ),

д^  ̂ . х є  [х0; х2 І , (23) 
—  ( х ,0 ) = Ф ^  х ), 
ді

Р11К  xо, і) + Р и ^ 1](. x0, і) = 0  

4 2 ^  x2, і) + 422^1( x2, і) = 0,
і є  [0; +да). (24)

^  ^  дw 
д е ф 0 ( х) = Р0( х )  -  w( x ,0 ) , Ф і(  х) = п (  х ) -  —  ( х ,0 ) .

ді

Отже, за умови, що розв’язок w( х, і ) задачі (5), (6) є відомим, функція v( х, і ) є 

розв’язком мішаної задачі (22)-(24).
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4. М етод Ф ур’є та задача на власні значення.
Для рівняння (22) розглянемо відповідне однорідне рівняння

р  д v  д
F  (х ) = —  

E  dt дх

(  dv
F  (х) -dV

V дх,

з крайовими умовами (24).
Його нетривіальні розв’язки шукаємо у вигляді

у( х, ґ) = Б т(0 ґ + є )  • X  (х ) , 

де о  -  параметр, є -  константа, X (х) -  невідома функція. 

Підставимо (26) у (24)-(25). Одержимо задачу

(25)

(26)

( F  (х) X '(х ))' + а 2 F  (х) X  (х) = 0 :

Р11Х  ( х0) + Р12 X  [1]( х0) = 0  

q21Х  (х2) + q22 Х  [1] (х2) = 0 .

2 Р  2 де а  = —  а  .
E

Ввівши квазіпохідну X  J = F X ’ , вектор X  =
[1] def

X [1]j

A  =
0

F

V- a 2 F  0 j

, запишемо задачу (2 7 )-(2 8 ) у матричному вигляді 

X ' = A  ■ X ,

P X  (х0) + Ö X  (х2) = 0.

(27)

(28)

та матрицю

(29)

(30)

Безпосередньою перевіркою переконуємось, що матриці Коші В0(х, ,̂ а>) та 

Б \{ х , ,̂ а>) системи (29) відповідно на проміжках [Хо;Xj) та [Xj;Х2 ] мають вигляд

s in a (  х -  5 )^

Bj (х, s ,a )  =
c o s a (  х -  s)

Fi а , i = 0,1. Фундаментальна матриця (аналог

- ¥ і а ^ іп а (х  -  5) соБ а(х -  5 ) 

матриці Коші на всьому проміжку) системи (29) має структуру

_ Се/  _ _ _ _
В ( х ,Х0 , о )  = В 0( х ,Х0 , о ) • В (х 0 ,Х0 , о ) • 6>0 + В і( х ,хь о ) • В (хь х0 , о ) •&!, (3 і)

_ def  _ _ 
де, аналогічно, як і в формулі (12), B (x j ,Хо,а )  = Bj(x2 , Xj,rn) • B o (x j,Х о ,т ) .

Позначимо також
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В( ) def ( b11(o )  b12( o ) 1 (32)B(x ,  х о, 0 ) = . (32)
І  b21( o )  b22( o )  J

Нетривіальний розв’язок X  ( х, о )  системи (29) шукаємо у вигляді

X  ( х ,о )  = B (x, х0,о )  • С , де С  = деякий ненульовий вектор.

Вектор-функція X  ( х, о )  має задовольняти крайові умови (30), тобто

|^Р• В (х о ,х о ,о )  + Q • B (х2 ,хо,о)^|^С = 0 , врахувавши, що В (х о ,х о ,о )  = I , прийдемо до  

рівності

[ Р  + Q • В  ( х2 , х0, о )  ]  • С = 0 . (33) 

Для існування ненульового вектора С  в (33) необхідно і досить виконання
умови

det Р  + Q  • В  ( х2 , х0 , о )  ]  = 0 . (34)

Конкретизуємо вигляд лівої частини характеристичного рівняння (34), 
врахувавши вигляд матриць Р , Q  та (32)

det [  р  + Q  •В  ( x2, х0,о )  ]  = P11 • (421b12( o )  + 422b22(o ))  -  Pl2 • ( 421 * 1 1 °  ) + 422b21(o ))  • 

Характеристичне рівняння задачі на власні значення (27 )-(28 ) має вигляд

P11 • (421b12(° ) + 422b22(о ))  - P12 • (4 2 1 ^ 1 °  ) + 422b21( o )) = 0 . (35)

Як відомо (див. [7]), корені щ  характеристичного рівняння (35), які є власними 

значеннями задачі (27), (28), є додатними та різними. Для знаходження ненульового 

вектора С  підставимо в рівність (33) замість о  . Тоді прийдемо до системи рівнянь

Г А Й  + Й 2 С2 = 0, (36)

y(q21b11( o k ) + q22b21( o k )) • С1 + (q21b12(o k ) + q22b22( o k )) • С2 = 0 .

Оскільки виконується (35), тому система (36) зводиться до рівняння 

P 11Q  + Р 1 2 С2  = 0 , з якого знаходимо координати вектора С  за певних припущень на 
коефіцієнти матриць Р  та Q:

1. P u  = # 2 1  = 1, P 1 2  = 422 = 0 , тоді С1 = 0 , а С2  є  R  \{0}\, наприклад, С2  = 1, тобто

-  Г01 . . . . .
С  = (лівий та правий кінці закріплені);

V1J
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2. p u  = q22 = 1, Р 12  = Ч и  = 0 , тоді Q  = 0 , а С2  є  R  \{0}\, наприклад, С2  = 1, тобто 

^  . .
(лівий кінець закріплений, правий -  вільний);

v 1 у
3. p u  = 1, Р 1 2  = 0 , 4 2 1  = c , q2 2  = E F  , тоді Q  = 0 , а C2  є  R  \{0}\, наприклад, C2  = 1, 

^  . . .
(лівий кінець закріплений, пружне закріплення правого кінця);

С  =

тобто С  =
V1J

E F
4. p u  = - c  , Р 1 2  = E F , q2 1  = c , q2 2  = E F  , поклавши C 2  = 1, маємо Q  = ----- , тобто

(  E F  Л
С  =

V 1 J

; (пружне закріплення лівого та правого кінців);

5. р п  = 1, Р 1 2  = 0 , q2l = -Ма> , ^ 2  = Е Е  , тоді С1 = 0 , а С2  є  Я  \  {0}\, наприклад, 

^  . . . . . .
(лівий кінець закріплений, на правому кінці закріплена маса).С2  = 1, тобто С  =

V1J

Нехай Х к  (х , 0 к) -  нетривіальний власний вектор, що відповідає власному 

значенню а>к. Справедливим є твердження.
Власні вектори системи диференціальних рівнянь (29) з крайовими умовами (30) 

мають структуру Х к ( х , ® к )  = В (х ,х о ,® к )' С,  к  є  N .  Власні функції Х к ( х , ® к ) , як перші 

координати власних векторів Х к  (х,©к ) ,  можна записати у вигляді

х к (х ,® к ) = (1 0)• І?(х,X0,ak ) • C , к  = 1,2,3,

Зокрема, оскільки

Х к (x ,®к) = Х к 0 (x, ®к) ' # 0  + Х к 1( х , а к ) ■̂ 1 ,

(37)

(38)

тому з (31) та (37) випливає, що

X k 0 (х ,0 ) = ( 1 0)^В0(х  х0, а к)  •С ,

X k l (x ,Ok ) = ( 1 В1<Л x l ,Ok > В (  xl , x0,Ok X С . (39)

5. П обудова розв’язку у( х, ї ) м іш аної задачі (22 )-(24 ).
У роботі [8 ] застосовуючи метод власних функцій, отримано розв’язок мішаної 

задачі (22)-(24). Враховуючи формулу (38) та те, що у( х, ї ) = Уо( х, ї ) в  + х, ї ) в ,  де

Уо(х, ї ) та ^ (х ,  ї ) визначені відповідно на проміжках [хо; х 1 ) та [х1 ; х 2 ] , одержуємо

v0( x, t ) = Z  
k=1

^  -, t Фі k 1 Г
Ф0  k cos Okt  +---- sin a>kt----------- I sin Ok (t -  s) • Wk (s) ds

Ok Ok І
•X k 0 ( x ,O k h
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ы  х  *) = х
к=1

^  і *Ф̂і к 1 ґ
Фо кСО^^к* +---- 8ІП &к*----------- I йІП &к (* -  ^) ' (?) &

®к ®к о
Х к 1( х ,ю к ) , (40)

де функції Х к о(х ,®к),  х п ( . х ,а к ) обчислюються за формулою (39), Ф о£ , Ф 1 £ -  

відповідні коефіцієнти Фур’є розкладу функцій Ф о(х), Ф 1 (х) в ряди Фур’є за 

власними функціями Х к  (х ,® £).

Врахувавши перші координати векторів Ж 0(х , і ) ,  Ж  1(х ,і)  в (21) та (40), 

отримаємо розв’язок задачі (1 )-(3 )

и  (х, і ) = ^ о  (х, і ) + ^  (х, і )) • 0 0  + (Wl (х, і ) + V (х, і )) • 01.

Висновки
Отримано розв’язок та його квазіпохідна рівняння поздовжніх коливань 

стрижня, який складається з двох частин кусково-сталого перерізу, та з навантаженням, 
яке задане в правій частині цього рівняння.

Перевагою використаного методу є можливість розглянути задачу на кожному 
відрізку розбиття, а потім за допомогою  матричного числення записати аналітичний 
вираз розв’язку. Такий підхід дає змогу застосовувати програмні засоби до процесу 
розв’язання задачі. Отримані результати мають безпосереднє практичне застосування в 
теорії коливань стрижнів з кусково-змінним розподілом параметрів.
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