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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ КОНДУКТИВНОГО  
І РАДІАЦІЙНОГО ТЕПЛООБМІНУ ПІД ЧАС ПОЖЕЖІ В СОСНОВИХ ЛІСАХ 

 

Проведено математичне моделювання процесу поширення тепла у хвоїнці внаслідок 
теплообміну одного з кінців із нагрітим до високої температури тілом, наприклад жаринкою 
від вогню, іскрою, недопалком. Отримано залежності температури від відстані та часу за від-
сутності конвективного теплообміну між повітрям і бічною поверхнею хвої та з його ураху-
ванням. Встановлено, що теплопередача в сухій хвоїнці відбувається інтенсивніше і нагрі-
вання частини хвоїнки фіксованої довжини з початком у місці контакту з високотемператур-
ним джерелом до температури самозаймання відбуватиметься швидше для сухої хвоїнки, що 
зумовлює її більшу пожежну небезпеку, ніж живої. Побудовано також математичну модель 
нагрівання хвоїнки внаслідок радіаційного теплообміну з полум’ям низової пожежі. Отрима-
но залежність температури від часу нагрівання для джерела випромінювання у формі прямо-
кутника, за якою встановлено час нагрівання хвоїнки до температури самозаймання. 
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випромінювання 
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MATHEMATICAL MODELING OF CONDUCTIVE AND RADIATIVE  
HEAT TRANSFER DURING A FIRE IN PINE FORESTS 

 

A mathematical simulation of heat transfer process in a pine needle as a result of heat ex-
change by the contact of one of the ends with a a high temperature object such as glowing piece of 
wood, a spark, a cigarette end was carried out. The dependences of temperature on distance and 
time without and with convective heat exchange between a lateral needle surface and air were ob-
tained. As the result of modeling we established that heat transfer process is more intense in a dry 
needle and a fixed-length needle part heats to the auto ignition temperature faster for dry needles, 
which indicates its greater fire danger than live one. The mathematical model of pine needle heating 
by radiation heat transfer from a surface fires flame was also developed. The temperature depend-
ence on heating time for the heat radiation source as rectangle was obtained. Using the dependence 
for pine needles the heating time to auto ignition temperature was calculated. 

Keywords: pine, forest fires, conductive heat transfer, thermal radiation 
 
Вступ. Процеси виникнення і поширення лісової пожежі включають в себе передачу 

тепла. Теплообмін між об’єктами відбувається внаслідок фізичних явищ різної природи – те-
плопровідності, конвекції і радіаційного теплового випромінювання [1, 7]. Ці процеси зумо-
влюють нагрівання кожного виду лісового горючого матеріалу до температури самозаймання 
або, за наявності вогню, до температури займання, внаслідок чого виникає горіння та відбу-
вається поширення вогню. 

Метою роботи є побудова математичної моделі займання хвоїнки сосни звичайної 
внаслідок теплопровідності та радіаційного теплообміну. 

Виклад основного матеріалу. Лісова пожежа на початковій стадії часто виникає від 
контакту лісового горючого матеріалу з нагрітим до високої температури тілом, наприклад, 
жаринкою від багаття, іскрою з вихлопних труб двигунів внутрішнього згоряння, недопал-
ком або іншими предметами. Під час контакту з нагрітим тілом починається процес теплоо-
бміну. Оскільки товщина хвоїнки є набагато меншою, ніж її довжина, у найпростішому ви-
падку задача про її нагрівання може бути зведена до одновимірної задачі теплопровідності 
[5]. Розглянемо два види такої задачі. 
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1. Теплопровідність хвоїнки скінченої довжини за відсутності теплообміну на бі-
чній поверхні 

Розглянемо хвоїнку довжиною L (рис. 1).  

 
Рисунок 1 –  Кондуктивний теплообмін між нагрітим тілом і хвоїнкою 

 
Один з кінців хвоїнки контактує з нагрітим до високої температури Tc тілом. Темпера-

тура хвоїнки в початковий момент часу є сталою і дорівнює температурі повітря Т0. Така ж 
температура і кінця хвоїнки, який не контактує з нагрітим тілом. Процес теплопровідності 
описується диференціальним рівнянням 
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де T(x, ) – температура хвоїнки в момент часу , с, на відстані x м від місця контакту з нагрі-
тим тілом,  − коефіцієнт теплопровідності хвої, Вт/(мК), с – її масова теплоємність,  
Дж/кгК,  − густина, кг/м3. Будемо вважати, що нагріте тіло має постійну температуру, теп-
лообмін між повітрям і хвоїнкою не відбувається, а температура іншого кінця хвоїнки дорів-
нює температурі повітря. Початкова та граничні умови: 

00 ),(,),0(,)0,( TLTTTTxT c   .    (2) 

Сформульована задача теплопровідності має аналітичний розв’язок, який описується 
формулою  
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де 


c

a   − коефіцієнт температуропровідності, м2/c. Побудуємо графіки залежності темпе-

ратури хвоїнки від відстані, а саме від початку точки нагрівання в деякі моменти часу. Розг-
лянемо випадки нагрівання живої хвоїнки і сухої, яка входить до складу підстилки. Довжина 
хвоїнки L становить 0,04 м. Оскільки температура самозаймання живої хвої становить 823 К, 
тому температура нагрітого тіла Tc повинна перевищувати цей показник і становитиме, на-
приклад, 840 K. Для сухої хвої температура самозаймання дорівнює 743 К, а температуру Tc 
візьмемо 760 К. Температура повітря, початкова температура хвоїнки і температура її кінця, 
який не контактує з нагрітим тілом Т0 в обох випадках дорівнюють 293 К. Теплофізичні по-
казники обох видів хвої наведені в табл. 1. 

 

Таблиця 1 
Теплофізичні показники живої і сухої хвої сосни звичайної 

Вид хвої 
Абсолютна  

вологість, % 
Теплопровідність 

, Вт/(м К) 
Теплоємність 
с, (Дж/кгК) 

Густина 
, (кг/м3) 

Жива 140 0,10 1465 670 
Суха 12 0,06 1172 460 
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Значення теплофізичних показників визначали згідно з літературними даними [2, 4], а 
також експериментально [8]. Густину хвої визначали пікнометричним методом [10] у лабо-
раторних умовах із застосуванням пікнометра для твердих сипучих матеріалів [9]. Для цього 
хвоїнку попередньо зважували, після чого занурювали у пікнометр. Використавши значення 
маси хвоїнки, маси пікнометра, заповненого дистильованою водою до відповідної поділки 
шкали, а також масу пікнометра з зануреною у нього хвоїнкою, обчислили об’єм витісненої 
води та густину хвої відповідно. Експеримент проводили для свіжозірваної та сухої хвої. 
Графіки температури хвої обох видів наведені на рис. 2. 

 
 
 

Рисунок 2 – Залежності температури хвоїнки від відстані до точки, 
яка нагрівається тілом з високою температурою: а – жива хвоя; б – суха хвоя 
 
Як видно з рисунків, температура сухої хвої буде зростати швидше, ніж живої, про-

гріваючи її на більшу довжину за однаковий період часу. Це зумовить її швидше займання. 

2. Теплопровідність нескінченної довжини хвоїнки за наявності теплообміну на 
бічній поверхні 

Вважатимемо, що хвоїнка має нескінченну довжину, до її кінця торкається нагріте ті-
ло, а на бічній поверхні відбувається конвективний теплообмін (рис. 3). 

 
Рисунок 3 – Кондуктивний теплообмін між нагрітим тілом і хвоїнкою з тепловіддачею 

 
Диференціальне рівняння, яке описує процес теплопровідності у цьому випадку, має 
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де   коефіцієнт теплообміну бічної поверхні хвоїнки, Вт/(м2 К). Для хвої  = 5,6 Вт/(м2 К) 
[2]. Початкова та граничні умови такі ж, як і в попередній задачі: 

00 ),(,),0(,)0,( TLTTTTxT c   .          (5) 

Сформульована задача теплопровідності також має аналітичний розв’язок, який описується 
формулою  
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де 
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S
h  , S – площа поперечного перерізу хвоїнки, м2, а P – довжина твірної, м. Вважатиме-

мо, що хвоя має форму циліндра з діаметром d = 2R = 0,001 м. Тоді 
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h м. Використавши дані табл. 1, побудуємо залежності температур 

від відстані до високотемпературного джерела для деяких значень часу (рис.4). 

 

 

Рисунок 4 –  Залежності температури хвоїнки від відстані до точки, яка нагрівається ті-
лом з високою температурою з урахуванням теплообміну з повітрям через бічну поверхню:  

а – жива хвоя; б – суха хвоя 
 

Як і в попередньому випадку, тепло буде швидше поширюватися в сухій хвоїнці, зу-
мовивши її швидше займання. Проте внаслідок конвективного теплообміну між бічною по-
верхнею та повітрям температура живої хвоїнки на відстані 0,0025 м і сухої на відстані 0,007 
м від місця контакту з нагрітим тілом практично не буде змінюватися. Однак у цьому випад-
ку після самозаймання відбуватиметься горіння внаслідок займання від контакту з полум’ям 
продуктів піролізу. 

У випадку, коли хвоїнка знаходиться на дереві, вона може зайнятися внаслідок радіа-
ційного теплообміну від низової пожежі. Розглянемо задачі нагрівання хвоїнки внаслідок ра-
діаційного теплообміну з підстилкою, яка горить, до температури самозаймання. 

3. Нагрівання хвоїнки від нерухомої поверхні з високою температурою у формі 
прямокутника 

Нехай хвоїнка знаходиться на висоті r м від горизонтальної поверхні і проектується в 
центр прямокутної ділянки довжиною a м і шириною d м, розміри якої значно більші за роз-
міри хвоїнки (рис. 5).  

а) б) 
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Рисунок 5 –  Нагрівання хвоїнки внаслідок радіаційного теплообміну  

з поверхнею прямокутної форми. 
 
Інтенсивність теплового потоку описується формулою 

  dSTTq  4
2

4
1  ,      (7) 

де  – стала Стефана-Больцмана,  – випромінювальна здатність,   кутовий коефіцієнт 
опромінення (відповідно до закону Ламберта), Т1 і Т2 – абсолютні температури поверхонь пря-
мокутника і хвоїнки, dS – нескінченно мала ділянка поверхні хвої. Для нагрівання хвоїнки з 
температурою Т, поверхня якої площею S опромінюється з поверхні прямокутника сталої тем-
ператури Т1 (вважатимемо хвою плоскою) протягом часу d, буде витрачена кількість теплоти 

   SdTTQ 44
1  .     (8) 

З іншого боку, нагрівання хвоїнки на величину dT, K, описується формулою 
cmdTQ  ,      (9) 

де m – маса хвоїнки, кг. Вважаючи, що вся ця кількість теплоти, отримана випромінюванням, 
витратиться на нагрівання цієї хвоїнки, прирівняємо праві частини формул (8) і (9). Отрима-
ємо диференціальне рівняння 

   SdTTcmdT 44
1  ,     (10) 

яке описує процес нагрівання хвоїнки до температури Т = Т() за час . Початковою умовою 
буде 

0)0( TT  ,      (11) 

де Т0 – температура повітря, К. Для сталого коефіцієнта опромінення [6] 
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Проінтегрувавши (10), отримуємо загальний інтеграл 
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Узагальнений ступінь чорноти 

21        (14) 

визначаємо з урахуванням ступенів чорноти полум’я низової пожежі 1 = 0,27 і хвої 2 = 0,76 
[2]. Тоді  = 0,21. Врахувавши (12) та підставивши початкову умову (11) для числових зна-
чень Т0 = 293 К, T1 = 900 K, m = 0,00210–3 кг, a = 4 м, b = 0,1 м і r = 5 м, отримуємо константу 
для сухої хвої С = –596,339 с. Оскільки виразити з (13) значення температури від часу є скла-
дно, отримуємо залежність часу від температури 
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яка є розв’язком задачі (10)-(11). Графік цієї залежності зображений на рис. 6, де температу-
ра відкладена на вертикальній осі, а час – на горизонтальній. 
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Рисунок 6  Залежність температури сухої хвоїнки від часу внаслідок нагрівання тепловим 
випромінюванням 

 

З графіка видно, що нагрівання сухої хвоїнки до температури самозаймання 823 К буде три-
вати 1500 с = 25 хв. 
Результати розрахунків для деяких інших висот наведені в табл. 2 

Таблиця 2 
Час нагрівання живої хвоїнки, розміщеної на висоті h, 

до температури самозаймання 823 K внаслідок радіаційного теплообміну 
Висота хвоїнки над 

поверхнею h, м Час , с 

1 144,6 
2 338,8 
3 622,3 
4 1008,0 
5 1501,0 
6 2101,0 
10 5586,0 
12 7981,0 
15 12390,0 
20 21910,0 

 

Залежність часу нагрівання живої хвоїнки до температури самозаймання внаслідок 
теплообміну випромінюванням описує квадратична регресійна залежність 

09,1036802,7123,54)( 2  hhh        (16) 
з коефіцієнтом детермінації R2 = 1. 
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Якщо взяти суху хвою, то в неї буде іншим коефіцієнт 2 = 0,87 [2]  і  = 0,23, а також 
маса m = 0,00110–3 кг. Константа С у (13) для живої хвої  на висоті 5 м буде дорівнювати –
217,793 с. Розв’язок задачі (10)-(11) буде мати вигляд 
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а графік цієї залежності зображений на рис. 7. 
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Рисунок 7 – Залежність температури сухої хвоїнки від часу внаслідок нагрівання тепловим 
випромінюванням 

 

З графіка видно, що нагрівання сухої хвоїнки до температури самозаймання 743 К бу-
де тривати 404 с = 6,7 хв, що майже в 4 рази менше, ніж живої. Обчислені залежності часу 
нагрівання сухої хвоїнки до температури самозаймання від висоти для деяких її значень на-
ведені в табл. 3 

 

Таблиця 3 
Час нагрівання сухої хвоїнки, розміщеної на висоті h, 

до температури самозаймання 743 K внаслідок радіаційного теплообміну 
Висота хвоїнки над 

поверхнею h, м 
Час , с 

1 39,0 
2 91,2 
3 167,7 
4 271,7 
5 404,3 
6 566,0 
10 1505,0 
12 2151,0 
15 3338,0 
20 5905,0 
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Регресійна модель часу нагрівання сухої хвоїнки до температури самозаймання вна-
слідок теплообміну випромінюванням має вигляд 
  

025,289337,1591,14)( 2  hhh          (5.19) 
з коефіцієнтом детермінації R2 = 1. 

З метою перевірки адекватності математичної моделі у лабораторних умовах прове-
дено експериментальні дослідження з використанням пристрою [11]. Суха хвоя в процесі 
експерименту займалася і горіла. А у випадку свіжозірваної хвої відбувалося лише тліюче 
горіння. Результати досліджень наведено в табл. 4. 

 
Таблиця 4 

Результати досліджень процесу займання хвої від контакту її кінця з нагрітим тілом. 

Вид хвої 
№ 

досліду 
Тривалість 

нагрівання, с 

Температура елект-
ро-нагрівального 

елемента ○С 

Займання / довжина 
обвугленої частини 

хвоїнки, м 

Суха 
1 4 478 Займання 
2 2 466 Займання 
3 2 471 Займання 

Середні  
значення 

 2,7 471,67  

Свіжо-
зірвана 

1 5 454 0,006 
2 5 401 0,005 
3 11 490 0,009 

Середні  
значення 

 7,0 448,33 0,0067 

За результатами експерименту встановлено, що суха хвоя займалась в середньому за 
2,7 с від нагрітої до температури 471,67 ○С електричної спіралі. Тління свіжозірваної хвої 
тривало в середньому 7,0 с від початку контакту з нагрітою до температури 448,33 ○С спі-
раллю та поширилося на відстань 6,7 мм. Займання сухої хвої у всіх дослідах свідчить про її 
вищу пожежну небезпеку і підтверджує результати математичного моделювання процесу на-
грівання хвої для випадку врахування теплообміну на її бічній поверхні (див рис. 4). 

Таким чином, за результатами дослідження займання хвої внаслідок нагрівання від 
контакту з тілом, нагрітим до високої температури, встановлено, що поширення тепла відбу-
вається швидше у сухій хвоїнці, ніж у живій, зумовлюючи за однакові проміжки часу її про-
грівання на більшу довжину від точки контакту з нагрітим тілом. При цьому більш адекват-
ною є модель з урахуванням конвективного теплообміну з бічної поверхні хвоїнки. 

Висновки 
1. В результаті математичного моделювання процесу нагрівання хвоїнки внаслідок 

контакту з нагрітим до високої температури тілом отримано залежності температури від часу 
та відстані до місця контакту, за якими можна встановити час та ширину ділянки хвої, нагрі-
тої до температури самозаймання. 

2. Розроблена математична модель процесу нагрівання хвоїнки внаслідок радіаційного 
теплового випромінювання з поверхні у формі прямокутника дає можливість встановити час 
її нагрівання до температури самозаймання. 
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