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Анотація—Запропонована робота присвячена 

застосуванню прямого методу до дослідження процесів 

теплообміну в системі – «суцільний циліндр в багатошаровій 

оболонці» з урахуванням наявності внутрішніх джерел тепла 

та неідеального теплового контакту між окремими шарами. 

Для розв’язування такої задачі поставлено допоміжну задача 

про визначення розподілу нестаціонарного температурного 

поля у багатошаровій порожнистій циліндричній конструкції 

з «вилученим» циліндром достатньо малого радіуса. 

Реалізація розв’язку допоміжної задачі проводиться шляхом 

застосування методу редукції із використанням концепції 

квазіпохідних. Надалі використовується схема Фур’є із 

застосуванням модифікованого методу власних функцій. Для 

знаходження розв’язку вихідної задачі використано ідею 

граничного переходу шляхом прямування радіусу вилученого 

циліндра до нуля. Встановлено, що при такому підході всі 

власні функції відповідної задачі на власні значення не мають 

особливостей в нулі, а це означає, що й розв’язки вихідної 

задачі є обмеженими у всій конструкції. Для ілюстрації 

запропонованого методу розв’язано модельний приклад про 

знаходження розподілу температурного поля у системі 

чотиришарових циліндричних конструкцій з різними 

теплофізичними характеристиками матеріалів. 

Abstract—The proposed work is devoted to the application of 

a direct method to the study of heat transfer processes in the 

system - "solid cylinder in a multilayer shell" taking into account 

the presence of internal heat sources and imperfect thermal 

contact between the individual layers. To solve this problem, the 

auxiliary problem of determining the distribution of a 

nonstationary temperature field in a multilayer hollow cylindrical 

structure with a "removed" cylinder of sufficiently small radius is 

set. The solution of the auxiliary problem is realized by applying 

the method of reduction using the concept of quasi-derivatives. 

The Fourier scheme is then used using a modified method of 

eigenfunctions. To find the solution of the original problem, we 

used the idea of a boundary transition by directing the radius of 

the removed cylinder to zero. It is established that with this 

approach all eigenfunctions of the corresponding problem have no 

singularities at zero, which means that the solutions of the original 

problem are limited in the whole construction. To illustrate the 

proposed method, a model example of finding the temperature 

field distribution in a system of four-layer cylindrical structures 

with different thermophysical characteristics of materials is 

solved. 

Ключові слова—компонент; багатошаровий суцільний 

циліндр, квазіпохідна, прямий метод, граничний перехід 
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Keywords—paper; component; multilayer solid cylinder, quasi 

derivative, direct method, marginal transition 

I.  ВСТУП  

Розв’язуванню проблеми теплообміну в багатошарових 
конструкціях присвячено численний ряд робіт. Переважна 
більшість з них обмежується випадком ідеального 
теплового контакту між шарами та випадком відсутності 
внутрішніх джерел тепла. Проте недостатньо вивченими є 
задачі теплопровідності багатошарових конструкцій з 
урахуванням неідеального теплового контакту. Кількість 
таких досліджень є достатньо обмеженою.  Так, наприклад, 
у роботі [1] розглянуто задачу про визначення 
температурного поля двошарової плоскої конструкції при 
неідеальному тепловому контакті між шарами та 
граничними умовами третього роду. В [2] проведено 
математичне моделювання умов неідеального теплового 
контакту шарів через тонке включення з джерелами тепла. 
У [3] розв'язано осесиметричну температурну задачу для 
системи двох контактуючих шарів з урахуванням 
неідеального теплового контакту. Однак в цитованих 
роботах автори обмежуються двома шарами. Це зумовлено 
тим фактором, що збільшення кількості шарів (з огляду на 
вибір методів практичної реалізації) призводить до певних 
обчислювальних труднощів. Тому проблема побудови 
ефективної аналітичної схеми дослідження процесів 
теплообміну в багатошарових конструкціях, зокрема 
циліндричних, при наявності неідеального теплового 
контакту між шарами та з урахуванням наявності 
внутрішніх джерел тепла залишається актуальною задачею. 

II. ПОСТАНОВКА ВИХІДНОЇ ЗАДАЧІ 

Розглянемо суцільний необмежений циліндр радіусом 

1r r , який в подальшому називатимемо ядром, всередині 

багатошарової циліндричної оболонки радіусами 

1 2 n 1 nr r ... r r    . Між шарами існує неідеальний 

тепловий контакт, а у початковий момент часу 0  , така 

циліндрична конструкція має однакову початкову 

температуру 
0T T , яка співпадає з температурою 

навколишнього середовища. На зовнішній поверхні 
конструкції відбувається конвективний теплообмін з 
навколишнім середовищем, температура якого змінюється 

за деяким законом    , тобто виконується крайова умова 

третього роду. Крім цього, у ядрі та шарах оболонки 

передбачено наявність джерела тепла інтенсивності vq . 

Вважатимемо, що температура середовища     

рівномірно розподілена по поверхні циліндричної оболонки 
так, що ізотерми всередині цієї конструкції являють собою 

коаксіальні поверхні, а це значить, що температура  T r,  

залежить лише від радіуса r  та часу   і задача є 

симетричною. Необхідно знайти розподіл нестаціонарного 

температурного поля  T r,  такої конструкції у будь-який 

момент часу  .  

Така постановка задачі зводиться до розв’язування 
диференціального рівняння теплопровідності з умовами 

спряження, крайовою умовою третього роду, умовою 
симетрії та початковою умовою відповідно [4] 

   
v

T r, T r,1
с r q ,

r r r

    
    

   
 nr 0,r , 0 ,   (4) 

   i 1 i

i 1 i
i 1 i 1 i i 1

1 i i 1

i 1

i
i i 1

T T
( r , ) ( r , )

r r

T
( r ,

0,

1
T r , T r , ),

r
 




 





 




   

   
 


 




 

 (5) 

     n n

T
( r , ) T r , ,

r


      


  (6) 

T
(0, ) 0,

r


 


   (7) 

  0T r,0 T .   (8) 

Тут позначено: с — питома масова теплоємність, 

Дж/(кг·oC); r — координата, м; T — температура, o C ;   — 

коефіцієнт теплообміну, Вт/(м2·oC);   — коефіцієнт 

теплопровідності, Вт/(м·oC);   — густина, кг/м3; 
vq  — 

інтенсивність внутрішнього джерела тепла, Вт/м3;   — час, 

с;     – закон зміни температури навколишнього 

середовища, o C . 

III. ПОСТАНОВКА ДОПОМІЖНОЇ ЗАДАЧІ 

Для того, щоб розв’язати поставлену задачу (4)-(8) 

«вилучимо» з середини ядра циліндр радіусом 
0r r ,  

причому 
0 10 r r  . Розглянемо тепер мішану задачу 

теплопровідності для багатошарової порожнистої 
циліндричної конструкції. Для того, щоб розрізнити 

функцію розподілу температурного поля   T r,  вихідної 

задачі від функції розподілу допоміжної задачі, 

позначатимемо останню через  t r, . 

Для знаходження розподілу нестаціонарного 
температурного поля у багатошаровій порожнистій 
циліндричній конструкції необхідно знайти розв’язок 
диференціального рівняння теплопровідності [6] 

   
 

 
 

 v

t r , t r ,1
c r r r r q r ,

r r r

    
    

   
(9) 

з умовами спряження [7] 

   i 1 i

i 1 i
i 1 i 1 i i 1

1 i i 1

i 1

i
i i 1

t t
( r , ) ( r , )

r r

t
( r ,

0,

1
t r , t r , )

r
. 




 





 




   

   
 


 




 

 (10) 
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Умову симетрії (7) змінимо на нульову крайову умову 
другого роду, тоді одержимо крайові умови для рівняння (9) 
разом з початковою умовою  

    

0

n n

t
( r , ) 0,

r

t
( r , ) t r , ,

r


  


      

 

 (11) 

   t r,0 r .    (12) 

Зауважмо, що розв’язок вихідної задачі (4)-(8) буде 
отримано з розв’язку задачі (9)-(12) шляхом граничного 

переходу при 
0r 0 . 

Введемо позначення [6]: 
i  – характеристична функція 

напіввідкритого проміжку  i i 1r ,r  , тобто 

 
 

 

i i 1

i

i i 1

1,r r ,r ,
r

0,r r ,r .





 
  



 Позначимо  
 df

[ 1]
t r,

t r, r
r

 
  


 – 

квазіпохідна,  
n 1

i i

i 0

r ,




        
n 1

i i i

i 0

c r r c ,




     

 
n 1

v vi i

i 0

q r q ,




    
n 1

i i

i 0

r ,




     
i i i i,c , , 0,     

i 0,n 1    . 

Ввівши позначення квазіпохідної (
df

[ 1]

rt r t  ), та 

помноживши умови спряження (10) та крайові умови (11) 
на r , відповідно отримаємо еквівалентні до них умови 

   

     

[ 1] [ 1]

i 1 i 1 i i 1

[ 1]

i 1 i 1 i i 1 i i 1

i 1 i 1

t r t r 0,

1
t r t r t r .

r

  

   

 

  



  

  (13) 

 

   

[ 1]

0

[ 1]

n n n n n n n

t r , 0,

r t r , t r , r ( ),

  

       

  (14) 

IV. МЕТОД РЕДУКЦІЇ 

Розв’язок задачі (9)-(12) шукатимемо (див. напр. [6], [7]) 
у вигляді суми двох невідомих, але взаємозв’язаних 
функцій 

     t r , u r, v r, .      (15) 

Одну з них можна вибрати спеціальним чином, тоді інша 
вже визначатиметься однозначно. 

Визначимо, наприклад, функцію  u r,  як розв’язок 

крайової квазістаціонарної задачі: 

  vr u q 0     (16) 

   

     

[ 1] [ 1]

i 1 i 1 i i 1

[ 1]

i 1 i 1 i i 1 i i 1

i 1

u r u r 0,

1
u r u r u r ,

  

   



  



  

 (17) 

 

   

[ 1]

0

[ 1]

n n n n n n n

u r , 0,

r u r , u r , r ( ),

  

       

 (18) 

де 
 df

[ 1]
u r,

u
r

 



 а також (у подальшому) 

 df
[ 1]

v r,
v

r

 



 

– квазіпохідні. 

Встановлено [4], [6], що на кожному з проміжків задача 
(16)-(18) має єдиний розв'язок та зображується у вигляді 

вектор-функції 
i( r )u , де першою координатою є шукана 

функція 
iu ( r, ) , а другою – ї квазіпохідна 

i

ri

i i i i 0 0 i i i k k i i

k 0 r

( r ) ( r ,r ) ( r ,r ) ( r ,r ) ( r ,r ) ( r ,s ) ( s )ds


        u B B P B B Z B R
(19) 

де 
0P  – початковий вектор, що обчислюється за 

формулою 

0

0 [ 1]

0

p
,

p

 
  
 

P  

 

 

 

 

0

2
2 2vi 1 i 1 i

i i 1

i 1 i 1

n

k 1

n
i 1 k2 2vi 1

i i 1

k i k k k

n
2 2vi 1

i i 1

i 1n

p

q r r1
r r ln

4 2 r

r
ln

rq 1
r r

2 r

q1
r r ,

r 2

 


 















   

   
     

     
 

       
     

   
   
  

 
  
  







 

 

Аналогічно, як у роботі [6] на основі зображення (15) з 
формули (9) отримуємо: 

    v

v

1
c u v r u v q

r r r

u v 1 u 1 v
c c r r q .

r r r r r r

   
      
   

        
          

        

 

Оскільки в формулі (16) v

u
r q 0

r r

  
   

  
, отримуємо 

неоднорідну мішану задачі для визначення функції  v r, :  

u v 1 v
c c r ,

r r r

    
     
    

  (20) 
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з умовами спряження 

   

     

[ 1] [ 1]

i 1 i 1 i i 1

[ 1]

i 1 i 1 i i 1 i i 1

i 1 i 1

v r , v r , 0,

1
v r , v r , v r , ,

r

  

   

 

    



     

 (21) 

нульовими крайовими умовами 

 

   

[ 1]

0

[ 1]

n n n n

v r , 0,

r v r , v r , 0,

  

    

   (22) 

та початковою умовою (одержаною з формули (12) на 
основі зображення (15)) 

       v r,0 r u r,0 f r,0 .      (23) 

Встановлено, що розв’язок мішаної задачі (20)-(23) 
записуємо у вигляді ряду [6],[9]:  
 

         kk

n 1
s

k k k k i i

k 1 i 00

v r, f e e u s ds R r, v r, ,

 
  

 

 
         

 
   

де        kk
s

i k k ki k

k 1 0

v r, f e e u s ds R r, ,


  



 
      

 
   де 

kf  –коефіцієнти Фур’є розвинення початкової умови, 
ku  - 

коефіцієнти Фур’є розвинення функції 
 u r, 


, 

k  - 

власні значення,  k kR r,  - власні функції. 

V. ГРАНИЧНИЙ ПЕРЕХІД ПРИ 
0r 0  ТА ЗОБРАЖЕННЯ 

РОЗВ’ЯЗКУ ВИХІДНОЇ ЗАДАЧІ  

На основі методу редукції розв’язок вихідної задачі 
зображується у вигляді 

      
0r 0

T r, lim u r, v r,


     . 

Перед реалізацією граничного переходу при 
0r 0  слід 

виокремити ті складові у відповідних сумах (рядах), де 

фігурує змінна 0r . 

Так, початковий вектор 0P  запишемо у вигляд 

   

 

 

 

2
2 2v0 0 1

1 0

0 0

k 1

n
k2 2v0

1 0

k 1 k k k

2
2 2vi 1 i 1 i

i i 1
0 i 1 i 1

k 1

k2 2vi 1
i i 1

k k k

q r r1
r r ln

4 2 r

r
ln

rq 1
r r

2 r

q r r1
r r ln

4 2 r

r
ln

rq 1
r r

2 r




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Зауваження! Оскільки (див напр.[10]) 
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        
 

        
 
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0

0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
r 0

0

1 0 1

0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
r 0

0

2J ,r
lim r J ,r Y ,r J ,r Y ,r ,

2J ,r
lim r J ,r Y ,r J ,r Y ,r .






     




      



 (24) 

Позначивши 

       n 1 n 2 1n 1 n n 1 n 1 n 2 2 1

11 12

21 22

B r ,r , B r ,r , B r ,r , ... B r ,r ,

c c
,

c c

           

 
  
 

 

відповідне характеристичне рівняння  можна записати 
наступним чином [10]: 

 
        

 
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2
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n 12 22

r J ,r Y ,r J ,r Y ,r
r c c

2

r r J ,r Y ,r J ,r Y ,r
r c c 0,

2

     
  

      
   

 

а на основі (24) отримуємо характеристичне рівняння  після 
граничного переходу: 

     

   

0

0 n 11 21 0 0 1
r 0

n 12 22 0 0 1 1 0 1

lim r r c c J ,r

r c c r J ,r 0.


     

      
 

Відповідні власні вектори після граничного переходу 
зобразяться так: 

     

    
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R

R

R

 

На основі вище наведених формул можна зробити 

висновок, що функція  T r,  є обмеженою у всій 

конструкції та немає особливостей в точці r 0 . 

VI. МОДЕЛЬНИЙ ПРИКЛАД 

У якості модельного числового прикладу розглянемо 
систему чотиришарову суцільну циліндричну конструкцію, 
для якої необхідно знайти розподіл нестаціонарного 
температурного поля, якщо температура навколишнього 
середовища змінюється за законом 

 
8

345lg 1 20
60

 
     

 
[11], коефіцієнт теплообміну 

між поверхнею та середовищем 25  . В початковий 

момент часу конструкція має температуру 20 0С. 
Теплотехнічні характеристики матеріалів, з яких 
виготовлені кулі, та вихідні дані для розрахунку, наведено 
у таблиці 1. 

TABLE II.  ТЕПЛОТЕХНІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ МАТЕРІАЛІВ 

№ 

шару 

Параметр 

Радіус, м 
Коеф. 

теплопров. 

Питома 

теплоємність 
Густина 

Джерело 

тепла 

Коеф. 

теплооб. 

1 0-0,05 0,93 837 2000 25000 
80 

2 0,05-0,08 209 894 2680 0 

20 

3 0,08-0,15 64 389 8000 0 

130 
4 0,15-0,25 34,6 130 11400 35000 

Використавши запропонований метод розрахунку 
розподілу нестаціонарного температурного поля у системі 
багатошарових сферичних куль та програмне забезпечення 
Maple 13, отримуємо розв’язок поставленої задачі у рис 1. 
Слід зауважити, що для одержання результату із заданою 
точністю при обчислені було використано перших 50 
коренів характеристичного рівняння. 

 

 

Рис 1. Розподіл нестаціонарного температурного поля 
у чотиришаровій циліндричній конструкції 

Слід зауважити що поставлена задача є модельною, 
метою якої є ілюстрація можливостей запропонованого 
методу. 
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