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Нехай S(a,b), −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞, — клас функцiй, аналiтичних в
Π(a,b) = {z : a < Rez < b}, таких що

(∀x ∈ (a,b)) : M(x,F) := sup{|F(t + iy)| : a < t ⩽ x, y ∈ R}<+∞,

та L(x,F) = (lnM(x,F))′+ — правостороння похiдна. Через S∞(a,b) по-
значаємо пiдклас класу S(a,b), який складається з тих функцiй F ∈
S(a,b), що L(x,F)→ +∞ (x → b− 0), а через S0 позначаємо клас фун-
кцiй F ∈ S∞(0,+∞), для яких iснує функцiя δ (r) : R+ → R+ така, що
δ (r)↗+∞ (0 ≤ r ↑+∞) та виконується нерiвнiсть∣∣L(r±δ (r)/L(r,F),F

)
−L(r,F)

∣∣≤ L(r,F)/δ (r) (r ≥ r0)

Нехай

BF(r) = sup{Re F(z) : Re z < r}, AF(r) = inf{Re F(z) : Re z < r}.

Доведено наступну теорему: Нехай F ∈ S0, тодi асимптотичнi спiввiд-
ношення

M(r,F) = (1+o(1))BF(r) =−(1+o(1))AF(r),

виконуються при r →+∞.
Ключовi слова: аналiтична функцiя, теорема Вiмана, виняткова

множина, максимум модуля.
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1. Вступ
Нехай S(a,b), −∞⩽ a< b⩽+∞, — клас аналiтичних у вертикальнiй смузi
Π(a,b) := {z : a < Rez < b} функцiй таких, що

(∀x ∈ (a,b)) : M(x,F)
de f
= sup{|F(t + iy)| : a < t ⩽ x, y ∈ R}<+∞.

За принципом максимуму модуля M(x,F) = sup{|F(x+ iy)| : y ∈R} — не-
спадна функцiя на (a,b), а за теоремою Адамара про три прямi фун-
кцiя lnM(x,F) — опукла на (a,b) (див. [3, с.145, с.266]), а тому для всiх

x∈ (a,b) права похiдна L(x)= L(x,F)
de f
= (lnM(x,F))′+ iснує i є неспадною

на iнтервалi (a,b).
Через S∞(a,b) позначимо пiдклас класу S(a,b), який складається з

тих функцiй F ∈ S(a,b), що

L(x,F)→+∞ (x → b−0).

а через S0 позначаємо клас функцiй F ∈ S∞(0,+∞), для яких iснує фун-
кцiя δ (r) : R+ → R+ така, що δ (r) ↗ +∞ (0 ≤ r ↑ +∞) i виконується
нерiвнiсть∣∣L(r±δ (r)/L(r,F),F

)
−L(r,F)

∣∣≤ L(r,F)/δ (r) (r ≥ r0). (1)

Зауважимо, що клас S0 – не порожний. Для того, щоб в цьому пере-
конатися, досить розглянути функцiю F(z) = exp{ez}.

Крiм цього, умова (1) є рiвносильною до умови∣∣L(r+δ (r)/L(r,F),F
)
−L(r,F)

∣∣≤ L(r,F)/δ (r) (r ≥ r0). (2)

Переконаємось в цьому при δ (r) ≡ δ > 1. Достатньо перевiрити, що з
умови (2) випливає, що∣∣L(r−δ (r)/L(r,F),F

)
−L(r,F)

∣∣≤ L(r,F)/δ (r) (r ≥ R0). (3)

Поначимо R = r−δ (r)/L(r,F)< r. Тодi,

L(r,F)−L
(
r−δ (r)/L(r,F),F

)
= L

(
R+δ (r)/L(r,F),F

)
−L(R)≤

≤ L
(
R+δ (R)/L(R,F),F

)
−L(R)≤ L(R,F)/δ (R)≤ L(r,F)/δ (r)

R = (r−δ (r)/L(r,F)> r0). Якщо r0 таке, що δ (r)/L(r,F)< 1 (r > r0), то
достатньо вибрати R0 = r0+1, бо тодi при r ≥ R0 маємо r−δ (r)/L(r,F)>
R0 −1 = r0. Отже, нерiвнiсть (2) виконується.
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Далi, якщо функцiя δ (r)↗+∞(r ↑+∞) така, що L(r,F)/δ (r)↗+∞

(r ↗ +∞), то попереднє мiркування проходить без змiн i воно, по-сутi
вже написане у рядках пiсля на попереднiй сторiнцi даного тексту.

Нескладно тепер переконатися, що з умови (2) випливає iснування
функцiї δ (r), яка має потрiбнi властивостi i для якої умова (2) все ще
виконується.

Нехай L позначає клас додатних неспадних до +∞ на [0;+∞) фун-
кцiй, а L1 позначає його пiдклас, до якого входять лише тi функцiї h ∈ L,
для яких виконується спiввiдношення

h
(

x+1/h(x)
)
= O(h(x)),(x →+∞).

Для вимiрної за Лебегом множини E ⊂ [0;+∞), що має скiнченну
мiру Лебега measE =

∫
E dx<+∞, визначимо її асимптотичну h-щiльнiсть

у нескiнченностi

Dh(E) = lim
R→+∞

h(R) ·meas(E ∩ [R;+∞)).

Для функцiї F ∈ S0 i r > 0 позначимо

BF(r) = sup{Re F(z) : Re z < r}, AF(r) = inf{Re F(z) : Re z < r}.

З доведеного у статтi [2] (див. також [4]) аналогу теореми Вiмана,
випливає наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай F ∈ S∞(0,+∞). Якщо Φ ∈ L , h ∈ L1 такi, що

L(r,F)≥ Φ(r)(r ⩾ r0), h(r) = o(Φ(r)) (r →+∞),

то iснує множина E ⊂ R+ нульової асимптотичної h-щiльностi (Dh(E) =
0) така, що асимптотичнi спiввiдношення

M(r,F) = (1+o(1))BF(r) =−(1+o(1))AF(r) (4)

виконуються при r →+∞ (r ∈ R+ \E).

Виникає природне запитання: за яких умов виняткова множина E
у асимптотичних спiввiдношеннях (4) може бути вiдсутня.

В данiй статтi ми доведемо, що для функцiй з класу S0 множина E у
асимптотичних спiввiдношеннях (4) вiдсутня. Це є твердження наступної
теореми.

Теорема 1.2. Нехай F ∈ S0. Тодi асимптотичнi спiввiдношення (4) вико-
нуються при r →+∞.
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Нам потрiбна така лема.

Лема 1.1. Нехай F ∈ S0. Тодi для всiх r ≥ r0 i всiх η ∈C, |η | ≤ δ (r)/L(r,F),
виконується

F(w+η) = (1+ω(η))F(w)eηL(r,F),

де
|ω(η)|< |η |c(r)L(r,F)/δ (r), c(r) := 1+ e(1+ ε(r))

а точки w такi, що Re w = r i

|F(w)| ≥ M(r,F)/(1+ ε(r)),

а ε(r) – задана довiльна функцiя така, що ε(r)→+0 (r →+∞).

Доведення леми 1.1. Для фiксованого z ∈ Π(0,+∞) розглянемо функцiю

g(τ) = g(z,τ) = F(z+ τ) : Π(−Rez,+∞)→ C.

З означення класу S0 маємо, що для всiх τ, |τ| ≤ ψ(r) = δ (r)/L(r,F), ви-
конується нерiвнiсть

|L(r+ τ,F)−L(r,F)| ≤ L(r,F)/δ (r). (5)

Нехай точка w, Re w = r, така, що

|F(w)| ≥ M(r,F)(1+ ε(r))−1.

З опуклостi функцiї lnM(r,F) маємо, що для всiх r > 0,h > 0

lnM(r+h,F)− lnM(r,F)≤ hL(r+h,F),

а також для всiх r > 0,h < 0

lnM(r+h,F)− lnM(r,F)≤ hL(r,F).

З двох останнiх нерiвностей ми, вiдповiдно, отримуємо що

lnM(r+h,F)− lnM(r,F)−hL(r,F)≤ |h||L(r+h,F)−L(r,F)|
r > 0, h > 0, а також

lnM(r+h,F)− lnM(r,F)−hL(r,F)≤ 0 ≤ |h||L(r+h,F)−L(r,F)|
для r > 0, h < 0. За допомогою нерiвностi (5), звiдси для всiх |τ| ≤ ψ(r)
i r > 0 отримуємо

lnM(r+ τ,F)− lnM(r,F)− τL(r,F)≤ 1,
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звiдки для всiх r > 0 та η ∈ C, |Reη | ≤ ψ(r) маємо∣∣∣F(w+η)

F(w)
e−ηL(r,F)

∣∣∣≤
≤ (1+ ε(r))exp

{
lnM(r+Reη ,F)− lnM(r,F)−ReηL(r,F)

}
≤

≤ (1+ ε(r))e. (6)

З включення {η ∈ C : |η | ≤ a} ⊂ {η ∈ C : |Reη | ≤ a}, випливає, що не-
рiвнiсть (6) виконується для всiх η ∈ C, |η | ≤ ψ(r), and r > 0.

При фiксованих w ∈ Π(0,+∞) та r > 0 розглянемо тепер функцiю
ω : Π(−r,+∞)→ C

ω(η) :=
F(w+η)

F(w)
e−ηL(r,F)−1.

З нерiвностi (6) випливає, що |ω(η)| ≤ 1 + e(1 + ε(r)) = c(r) для всiх
r > 0 та η ∈C, |η | ≤ ψ(r). Тодi, за лемою Шварца, для всiх η , |η | ≤ ψ(r)
остаточно отримуємо, що

|ω(η)| ≤ c(r)
|η |

ψ(r)
,

де c(r) = (1+ e(1+ ε(r))).

Доведення теореми 1.2. Для доведення теореми використаємо схему мiр-
кувань з [7] (див. також [5, 6, 8, 1]). Приймемо

η = i(π − arg F(w))/L(r,F)

i застосуємо твердження леми 1.1. Послiдовно маємо

|ω(η)| ≤ c(r)|(π − arg F(w))|/δ (r)→ 0
при r →+∞, а також

F(w+η) = (1+o(1))|F(w)|eiπ =−(1+o(1))|F(w)|=−(1+o(1))M(r,F).

Звiдки, AF(r)⩽ Re F(w+η) =−(1+o(1))M(r,F), а з нерiвностi

M(r,F) = sup{|F(z)| : Re z = r} ≥ sup{−Re F(z) : Re z = r}=
=− inf{Re F(z) : Re z = r}=−AF(r)

отримаємо, що AF(r)=−(1+o(1))M(r,F) (r →+∞). Якщо тепер прийня-
ти η =−i arg F(w)/L(r,F), то подiбно, як i вище,

F(w+Aη) = (1+o(1))|F(w)| (r →+∞).
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Звiдси,

BF(r)⩾ Re F(w+η) = (1+o(1))M(r,F) (r →+∞).

Застосувавши нерiвнiсть BF(r)⩽ M(r,F) отримаємо нерiвнiсть,

|AF(r)|⩽ M(r,F)⩽ (1+o(1))BF(r) (r →+∞),

що завершує доведення теореми 1.2.
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Let S(a,b), −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞, be a class of functions analytic in
Π(a,b) = {z : a < Rez < b} such that

(∀x ∈ (a,b)) : M(x,F) := sup{|F(t + iy)| : a < t ⩽ x,y ∈ R}<+∞,

and L(x,F) = (lnM(x,F))′+ is the right derivative. By S∞(a,b) we denote a
subclass of the class S(a,b), which consists of those functions F ∈ S(a,b),
such that L(x,F) → +∞ (x → b− 0), and by S0 we denote the class of
functions F ∈ S∞(0,+∞) for which there exists a function δ (r) : R+ → R+

such that δ (r)↗+∞ (0 ≤ r ↑+∞) and the inequality∣∣L(r±δ (r)/L(r,F),F
)
−L(r,F)

∣∣≤ L(r,F)/δ (r) (r ≥ r0)

is satisfied. Let

BF(r) = sup{Re F(z) : Re z < r}, AF(r) = inf{Re F(z) : Re z < r}.

The following theorem is proved: Let F ∈ S0, then the asymptotic relations

M(r,F) = (1+o(1))BF(r) =−(1+o(1))AF(r),

hold as r →+∞.
Key words: analytic function, Wiman’s theorem, exceptional set, maxi-

mum modulus.
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