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Трусевич Оксана, Гембара Тарас 

Львівський державний університет безпеки життєдіяльності 

 

АНАЛІЗ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ МОНІТОРИНГУ ГЛОБАЛЬНОЇ ДИНАМІКИ 

CO₂ ТА ОБҐРУНТУВАННЯ МОДЕЛІ З ЯДРОМ ПАМ’ЯТІ 

 

Зростання концентрації атмосферного CO₂ є одним із визначальних індикаторів зміни 

глобального вуглецевого циклу. Для глобальних екологічних задач важливо не лише 

встановити факт зростання концентрації, а й математично описати структуру часового ряду: 

довготривалий тренд, сезонні коливання, міжрічні аномалії та інерційну реакцію природних 

поглиначів. Неперервна серія вимірювань CO₂, яка вважається глобальним світовим 

стандартом, отримана за допомогою реєструючого недисперсійного інфрачервоного 

газоаналізатора у міжнародній науковій лабораторії спостережень Mauna Loa на острові Гаваї. 

Дві основні причини мінливості даних - це сезонне коливання та довгострокове збільшення 

внаслідок людської діяльності. Сезонне коливання відображає комплексне поглинання та 

вивільнення CO₂  наземними рослинами та ґрунтом [1]. 

Класичний ряд Mauna Loa став основою для виявлення антропогенного тренду CO₂. У 

роботі C. D. Keeling та співавторів було показано, що довготривалі прямі вимірювання дають 

можливість розділити сезонну мінливість і повільне накопичення CO₂ в атмосфері [1]. 

Подальший розвиток методики NOAA (Національного управління океанічних і атмосферних 

досліджень США) пов’язаний з апроксимацією тренду поліномами, поданням сезонного циклу 

гармоніками та фільтрацією залишків у частотній області [2, 3]. Проте сучасні дані останніх 

років демонструють не тільки плавне зростання, а й посилення міжрічної мінливості, пов’язаної 

з відомим явищем Ель-Ніньйо, пожежами, посухами та зміною ефективності наземних і 

океанічних поглиначів [4-7]. 

Проблема полягає в тому, що прості трендові моделі добре описують загальне зростання, 

але не дають окремого кількісного показника інерційності ряду. Балансові та інверсійні моделі 

є фізично змістовними, але потребують великої кількості зовнішніх даних: викидів, потоків 

океану, стану біосфери, метеорологічних полів і моделей перенесення. 

Перший поширений підхід – емпірична декомпозиція ряду на трендову, сезонну та 

залишкову складові. У загальному вигляді концентрацію подають як 

 

                                                     C(t)=T(t)+S(t)+ε(t).                                                           (1) 

 

У методиці NOAA довготривале зростання T(t) зазвичай апроксимується 

поліноміальною функцією, а сезонна складова S(t) – гармоніками річного циклу [3]. Перевагою 

такого підходу є простота, прозорість та придатність до автоматичної обробки довгих рядів. 

Недолік полягає в тому, що залишкова міжрічна мінливість часто розглядається як шум або як 

окрема статистична поправка, а не як динамічна складова з власною інерцією. 

Другий підхід – глобальний баланс вуглецю. У працях Global Carbon Budget 

концентрація CO₂ розглядається через перерозподіл антропогенних викидів між атмосферою, 

океаном і суходолом [4, 5]. Типовий баланс можна записати так: 

 

              EFOS(t)+ELUC(t)=GATM(t)+SOCEAN(t)+SLAND(t)+BIM(t).                           (2) 

 

де EFOS -  викиди від викопного палива, ELUC - викиди від змін землекористування, GATM  - 

приріст вуглецю в атмосфері, SOCEAN і SLAND  -  океанічний та наземний поглиначі, BIM  -  

нев’язка балансу. Цей підхід є фізично найзмістовнішим, однак він потребує складної системи 

даних і моделей.  

Третій підхід – атмосферні інверсії та системи асиміляції даних. Наприклад, 

CarbonTracker поєднує спостереження CO₂ з моделями атмосферного перенесення для оцінки 

поверхневих потоків CO₂ [8]. Математично це подано операторним рівнянням 
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                                             Cobs(t,x)=𝒯[Fsurface(t,x)]+η,                                             (3) 

 

де Cobs(t,x) – спостережна концентрація CO₂ у певний момент часу t  в певній точці простору x,  

𝒯 – оператор перенесення, Fsurface – поверхневі потоки джерел і поглиначів, а поверхневий 

потік CO₂ це його надходження або поглинання поверхнею Землі в момент часу t  в точці x (це 

можуть бути викиди від промисловості, транспорту, пожеж, дихання ґрунтів, а також 

поглинання рослинністю й океаном), η – похибка вимірювання та моделювання. Отже зміст 

рівняння такий – спостережна концентрація CO₂ у певній точці атмосфери дорівнює результату 

перенесення і змішування поверхневих потоків CO₂ атмосферою плюс похибка моделі. Такий 

клас моделей дає просторово розподілену інформацію, проте не є простим інструментом для 

швидкого аналізу одного часового ряду. Сучасні роботи з низькою затримкою даних поєднують 

інверсії, динамічні моделі рослинності та емулятори океанічного поглинача, що дало змогу 

пояснювати аномалії 2023–2024 років [6; 7]. 

Четвертий підхід – імпульсні функції відгуку вуглецевого циклу. Вони 

використовуються для оцінки того, яка частка імпульсного викиду CO₂ залишається в 

атмосфері через певний час [9]. Узагальнено це має вигляд згортки: 

 

                                       
0

0

( ) ( ) ( )

t

t С tС E dR                                            (4) 

 

яка описує концентрацію CO₂ як результат згортки історії антропогенних викидів із функцією 

відгуку вуглецевої системи, де β - коефіцієнт перерахунку викидів у зміну концентрації CO₂, 

C(t) - концентрація CO₂ в атмосфері у момент часу t, наприклад у ppm, С0 - початкова або 

фонова концентрація CO₂ у початковий момент t=0, E(τ)- антропогенні викиди CO₂ у попередній 

момент часу τ. Наприклад, це можуть бути глобальні річні викиди CO₂ від викопного палива та 

землекористування, τ - змінна інтегрування, тобто “минулий час”. Інтеграл підсумовує всі 

попередні моменти від початку розрахунку 0 до поточного часу t, t−τ - час, що минув після 

викиду, R(t−τ) - функція відгуку, або ядро пам’яті атмосфери - океану - біосфери. Вона показує, 

яка частка викиду, зробленого у момент τ, залишається в атмосфері через час t−τ. 

Цей клас моделей уже містить ідею пам’яті, але пам’ять тут пов’язана з реакцією 

атмосфери на викиди. Тому доцільно розглянути проміжний підхід: модель, яка працює 

безпосередньо з часовим рядом CO₂, але вводить додаткову інтегральну складову пам’яті, що 

враховує попередні темпи приросту. У запропонованій постановці пам’ять введена інакше: як 

зважений внесок попередніх темпів приросту самого спостережного ряду CO₂ для прикладу за 

останні 10 років. Тому запропонована модель не дублює імпульсну функцію відгуку, а є 

короткоперіодною емпірично-динамічною моделлю часової інерції. Узагальнене порівняння 

типових підходів наведено в табл. 1. 

 

Таблиця 1 – Порівняння підходів до математичного опису глобального CO₂ 
Підхід Типові дані Математична модель Обмеження 

Тренд + сезонність Ряд CO₂ Поліном + гармоніки 
Слабкий опис 

міжрічної інерції 

Глобальний бюджет Викиди, океан, суходіл Баланс потоків 
Потребує багатьох 

зовнішніх даних 

Інверсії 
Станції, супутники, 

транспорт 

Оцінка потоків за 

спостереженнями 

Складність і велика 

обчислювальна вартість 

Імпульсний відгук Сценарії викидів Згортка з R(t) 
Орієнтований на 

викиди 

Ядро пам’яті 
Тільки часовий 

ряд CO₂ 

Згортка 

попередніх приростів 

Потребує перевірки 

фізичної інтерпретації 

 

Основний запис запропонованої моделі має вигляд: 
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                                                        C(t)=T(t)+S(t)+M(t)                                                      (5) 

 

Трендова складова береться у вигляді полінома відносно часу x=t−t₀  (x – це відносний 

час, тобто час, відрахований від початку аналізованого інтервалу): 

 

                                              T(t)=a₀+a₁x+a₂x²                                                         (6) 

 

Сезонна складова задається першою та другою гармоніками річного циклу з 

відповідними коефіцієнтами: 

 

                           S(t)=b₁sin(2πt)+c₁cos(2πt)+b₂sin(4πt)+c₂cos(4πt)                              (7)   

 

Пам’яттєва складова M(t) вводиться як згортка попередніх відхилень темпу приросту g(t) 

від середнього значення за період, а проміжок інтегрування – це часовий проміжок досліджень:   

 

                                                  

10

0

( ) ( )[ ( ), ]M t K s g t s g ds                                                          (8) 

 

λ - коефіцієнт інтенсивності пам’яті, s - час запізнення, або “вік” попереднього впливу, τ - 

характерний час пам’яті, який визначає, для якого запізнення внесок минулого є найбільшим 

(для ядра максимум досягається при s=τ),   - середнє значення швидкості приросту CO₂ за 

аналізований період, K(s,τ) - ядро пам’яті - вагова функція, яка визначає, наскільки сильно 

попередні зміни CO₂ з різним запізненням s впливають на поточний стан, вираз g(t−s)−   

показує, чи був попередній темп приросту CO₂ більшим або меншим за середній. 

Чисельні розрахунки за програмною блок-схемою (рис.1) на інтервалі останнього 

десятиріччя показали добре співпадіння (не більше 5% похибки) розрахункових результатів 

концентрації CO₂ з даними глобальних спостережень Мауна-Лоа.  

 

 
 

Рис. 1. Блок – схема програмних чисельних розрахунків. 
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Поряд з тим, для глобальних даних CO₂ ефективно використовуються кілька класичних 

сучасних моделей: емпірична декомпозиція тренду й сезонності, глобальні баланси вуглецю, 

атмосферні інверсії, супутникові реконструкції та імпульсні функції відгуку. За останні п’ять 

років особливу увагу привертають роботи, які аналізують аномалії 2023–2024 років і 

пов’язують підвищений темп росту CO₂ з ослабленням наземного поглинача, відомим явищем 

Ель-Ніньйо та екстремальними кліматичними подіями [4 - 7; 10; 11]. Порівняно з імпульсними 

функціями відгуку вуглецевого циклу запропоноване ядро пам’яті має коротший часовий 

горизонт і прив’язане до локальної структури спостережного ряду. У класичних моделях 

пам’ять описує реакцію системи на одиничний викид, у запропонованій моделі пам’ять описує 

внесок попередніх темпів зміни самого ряду CO₂. Це робить її зручною для аналізу, наприклад,  

останнього десятиріччя, де особливо помітні зміни темпів росту.  

Запропонована модель з ядром пам’яті є доцільним проміжним підходом між простою 

трендовою апроксимацією та складними фізичними моделями. Її новизна полягає у введенні 

скінченного інтегрального ядра K(s;τ) (гамма-ядра другого порядку), яке дозволяє врахувати 

вплив попередніх темпів приросту CO₂ на поточну концентрацію. 
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