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Поперечні коливання ділянок полотна стрічкової пилки досліджено з урахуванням 

поздовжнього руху за наявності ексцентриситету обертових ланок. Розглянуто резонан-
сний випадок поперечних коливань за різного початкового натягу полотна пилки у разі 
зовнішнього незначного періодичного збурення. Амплітудно-частотні характеристики 
ділянок полотна стрічкової пилки побудовано за результатом розв'язування нелінійного 
диференціального рівняння з використанням методу Бубнова-Гальоркіна та основних 
ідей методів збурень. 
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Актуальність і огляд основних результатів. У механізмі різання стрічко-
вопилкового верстата наявні обертові ланки – пилкові шківи та напрямні роли-
ки. Розміщена на шківах попередньо розтягнута стрічкова пилка під час поз-
довжнього руху зі значною швидкістю (до 50 м/c) коливається у поперечному 
напрямку [1]. Для зменшення робочої довжини вітки стрічкової пилки та збіль-
шення жорсткості цієї вітки в зоні пиляння використовують відтискні ролики. 
Встановлені з незначним ексцентриситетом пилкові шківи або відтискні ролики 
впливають на поперечні коливання полотна пилки. Наявність таких коливань у 
площині найменшої жорсткості на згин сприяє появі циклічних напружень і, як 
наслідок, втомних тріщин у полотні пилки [2]. Незначне зовнішнє збурення у 
разі резонансу зумовлює істотне зростання амплітуди поперечних коливань по-
лотна пилки. Вплив на амплітуду резонансних поперечних коливань змінної си-
ли попереднього натягу рухомого полотна пилки оцінено в [3]. Однак резонан-
сні поперечні коливання полотна пилки, спричинені ексцентриситетом оберто-
вих ланок, не досліджено. Резонансні коливання гнучких рухомих ланок з ура-
хуванням ексцентриситету обертових ланок розглянуто в роботі [4]. Проте для 
гнучких поздовжньо рухомих ланок не враховують жорсткість на згин. Тому 
метою роботи є дослідження впливу ексцентриситету обертових ланок, якими є 
пилкові шківи або відтискні ролики, на амплітуду поперечних резонансних ко-
ливань рухомого полотна стрічкової пилки. 

Постановка задачі та методика її розв'язування. За розрахункову схему 
ділянки розтягнутого полотна стрічкової пилки приймаємо стержень на двох 
опорах (рис. 1). Залежно від того, яку ділянку полотна пилки розглядаємо, за 
опори вважаємо або пилкові шківи, на яких з натягом розміщена вузька стріч-
кова пилка, або напрямні ролики, які відтискають розтягнуте полотно пилки. В 
обох випадках опори мають однаковий радіус r  (див. рис. 1), який буде біль-
шим для пилкових шківів та меншим для напрямних роликів. Кутові швидкості 
обертових ланок позначено 1Ω  та 2Ω . У конструкції стрічковопилового верста-
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та величина ексцентриситету шківів чи роликів визначається точністю виготов-
лення деталей, тобто величиною полів допусків та посадками деталей. Тому ек-
сцентриситети 1 2,e e  (див. рис. 1) мають малі значення. Поздовжній рух пилки 
враховуємо швидкістю ν  та досліджуємо відхилення ( , )u x t  перерізу полотна з 
координатою x в поперечному напрямку. Нехтуючи зубчастим вінцем, попе-
речний переріз полотна пилки вважаємо прямокутником з осьовим моментом 
інерції відносно нейтральної осі 3 /12I Bs= , де ,B s – ширина та висота перерізу. 

 
Рис. 1. Розрахункова схема ділянки полотна вузької стрічкової пилки 

Змушені поперечні коливання ділянки полотна вузької стрічкової пилки 
опишемо диференціальним рівнянням із частинними похідними [4, 5] 

 { }2 2 2 12 ( ) sin ( , , ,...)tt xt xx xxxx x tu vu v u u m H f u u uα β ε θ−+ − − + = + , (1) 

де: ( ),u x t  – поперечне переміщення полотна стрічкової пилки з координатою x 

у довільний момент часу t ; H  – амплітуда зовнішнього збурення, tθ µ= , µ  – 
частота зовнішнього збурення; ( , , ,...)x tf u u u  – функція, яка описує нелінійні ха-
рактеристики механічної системи; ε  – малий параметр; 2 1Nmα −= ; N  – стала 
сила початкового натягу; 2 1ImEβ −= ; m – маса одиниці довжини полотна пил-
ки, E  – модуль пружності першого роду матеріалу пилки. 

Крайові умови, що враховують незначні ексцентриситети шківів (або двох 
напрямних роликів) та кутові швидкості 1 2,Ω Ω  їх обертання мають вигляд [4]: 

 1 1 2 20
sin( ); sin( );

x x l
u e t u e tε ε= == Ω = Ω  

0
0xx xxx x l

u u= == = . (2) 

Обмежимось дослідженням головного резонансу за малого гармонійного 
збурення у першому наближенні [3]. Вважаємо, що між частотою власних коли-
вань полотна стрічкової пилки ω , частотою зовнішнього збурення µ  та кутови-
ми швидкостями обертання шківів 1 2,Ω Ω  має місце співвідношення 

1 2ω µ≈ ≈ Ω ≈ Ω . 
Застосовуючи методику дослідження нелінійних коливань у системах зі 

збуреними крайовими умовами [6], розв'язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді 
 ( , ) ( , ) ( , )u x t x t w x tϑ ε= + , (3) 

де ( , )w x t  та ( , )x tϑ  – деякі невідомі функції. 
Функцію ( , )w x t  знаходимо з крайової задачі 

 0xxxxw = ; (4) 

 1 20
sin( ); sin( );

x x l
w e t w e tµ µ= == =  

0
0.xx xxx x l

w w= == =  (5) 
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у вигляді  ( )1
2 1 1( , ) ( ) sin .w x t l e e x e tµ−= − +  (6) 

З урахуванням (3) та (6) у рівнянні (1), для першого наближення отри-
муємо однорідну крайову задачу для знаходження функції ( , )v x t : 

 { }2 2 2 12 ( ) sin ( , , ,...) ( , )tt xt xx xxxx x tv v m H f u u u f x tϑ ϑ α ϑ β ϑ ε θ ε−+ − − + = + + ɶ ;  (7) 

 
0

0;
x

ϑ = =  0
x l

ϑ = = ; 
0

0xx xxx x l
ϑ ϑ= == = , (8) 

де ( ) ( ){ }1 2
1 2 1 2( , ) cos( ) 2 2 sin( ) ( )f x t l t ve ve t l x e e xµ µ µ µ−= − + − +ɶ . 

Для отримання амплітудно-частотних характеристик поперечних коливань 
на базі (7), (8) скористаємось основними ідеями методів Бубнова-Гальоркіна [7] 
та збурень [8]. Розв'язок рівнянь (7), (8) подамо у вигляді 

 ( ) ( ) ( )
1

, k k
k

x t X x T tϑ
∞

=
= ∑ ,  (9) 

де { } { }( ) sin( )k kX x xκ=  – функції, що задовольняють ті умови, що випливають з 

(8). Тоді одночастотні розв'язки рівняння (7) за умов (8) набувають такого виг-
ляду: 
 ( ), ( )sin( )k kx t T t xϑ κ= , 1,2,...,k =   (10) 

де ( )kT t  – функції, які визначаємо залежно від початкових умов, 1
k k lκ π −= . Тут і 

далі індекс k , що вказує на форму коливань, опущений. 
Після підстановки (10) в (7) дістанемо: 

( )2 2 2 2 4( ) ( ) ( ) ( ) sin 2 ( )cosT t T t T t x T t xα ν κ β κ κ νκ κ+ − + + =ɺɺ ɺ  

 { }1 sin ( ( )sin ,...) ( , )m H f T t x w f x tε θ κ ε ε−= + + + ɶ . (11) 

Помноживши обидві частини диференціального рівняння (11) на sin( )xκ  та 
проінтегрувавши отримані вирази в межах від 0 до l , отримаємо диференціаль-
не рівняння для знаходження невідомих ( )T t : 

 ( )2 1 2
0 1 2( ) ( ) ( ( ), ( ),...) ( )sin cosT t T t m f T t T t H H t H tω ε µ µ µ µ−+ = + + +ɺɺ ɺ , (12) 

де ( )2 2 2 2 2 2ω κ α ν β κ= − + , 1
0 2 ;H lm H−=  ( )2

1 1 1 2 2 12 ( ) ;H l e lG G e e−= + −  
2

2 1 1 24 ( )H l G e eν −= − ; 1
1 (1 cos( ));G lκ κ−= −  2

2 (sin( ) cos( ))G l l lκ κ κ κ−= − ; 

 
0

( ( ), ( ),...) ( ( )sin ,...)sin( )
l

f T t T t f T t x w x dxκ ε κ= +∫ɺ . (13) 

У разі резонансу різниця γ ψ θ= −  між фазою власних коливань ψ  та зов-
нішнім збуренням θ  істотно впливає на амплітуду та частоту коливань [8]. Ура-
ховуючи це, на підставі загальної ідеї методу Крилова-Боголюбова-Митро-
польського [7], запишемо одночастотний розв'язок рівняння (12) у першому 
наближенні 
 ( ) ( )1( ) cos , ,T t a T aθ γ ε γ θ= + + , (14) 

де амплітуда a та різниця фаз γ  є змінними у часі величинами. Базою для їх 
визначення є система диференціальних рівнянь: 
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 ( , ); ( , ),a a aε γ γ ω µ ε γ= Λ = − + Ξɺɺ   (15) 

де ( , ), ( , )a aγ γΛ Ξ  – невідомі періодичні за змінною γ  з періодом 2π функції. Піс-
ля підстановки (14) з урахуванням (15) у рівняння (12) та прирівнювання коефі-
цієнтів за однакових степенів ε , отримуємо 

2 1 2
1 1 0 1 2( ) ( ) ( ( ), ( ),...) ( )sin cosT t T t m f T t T t H H Hω µ θ µ θ−+ = + + + +ɺɺ ɺ  

 2 ( , )sin( ) 2 ( , )cos( ).a a aω γ θ γ ω γ θ γ+ Λ + + Ξ +   (16) 

Для однозначного визначення ( , ), ( , )a aγ γΛ Ξ  вважається [7], що функція 

( )1 , ,T a γ θ  та її частинні похідні до другого порядку включно є 2π -періодичними 

по ψ θ γ= +  і не містять у розкладах доданків пропорційних sinψ  і cosψ . На 
підставі вказаного з (16) маємо: 

2
1 2

0 1 2
0

( ) ( ( ), ( ),...)sin ( )cos sin 2 ( , ) 0,m f T t T t d H H H a
π

π ψ ψ µ γ µ γ ω γ− + + + + Λ =∫ ɺ  

2
1 2

0 1 2
0

( ) ( ( ), ( ),...)cos ( )sin cos 2 ( , ) 0.m f T t T t d H H H a a
π

π ψ ψ µ γ µ γ ω γ− − + + + Ξ =∫ ɺ  (17) 

Після визначення з (17) функцій ( , ), ( , )a aγ γΛ Ξ  на основі (15) отримуємо 
систему диференціальних рівнянь, що описує основні параметри коливань у ра-
зі резонансу: 

2
2

0 1 2
0

1
( ( ), ( ),...)cos ( )sin cos

( )

d
f T t T t d H H H

dt a m

πγ εω µ ψ ψ µ γ µ γ
ω µ π

  = − − − + + +   
∫ ɺ ; 

 
2

2
0 1 2

0

1
( ( ), ( ),...)sin ( )cos sin

da
f T t T t d H H H

dt m

πε ψ ψ µ γ µ γ
ω µ π

  = − + + + +   
∫ ɺ . (18) 

Результати дослідження. Побудовану за (18) залежність амплітуди зму-
шених поперечних коливань від часу для ділянки полотна стрічкової пилки зав-
довжки 1,3 м, що відповідає відстані між центрами пилкових шківів і можна 
вважати довжиною тягненої вітки стрічкової пилки, за різних напружень попе-
реднього натягу показано на рис. 2. Геометричні розміри поперечного перерізу 
ділянки полотна пилки: B=26 мм, s=1 мм. Швидкість поздовжнього руху (швид-
кість різання) дорівнює v=30 м/с. Значення ексцентриситетів шківів 6

1 3 10e −= ⋅ м, 
6

2 4 10e −= ⋅ м. Матеріал стрічкової пилки – сталь, фізико-механічні характеристи-
ки якої: модуль пружності першого роду E=2,1·106 МПа, густина ρ=7850 кг/м3. 

Найбільшого значення амплітуда резонансних коливань тягненої вітки по-
лотна пилки досягає за найбільшого початкового напруження натягу в 
200 МПа. У разі резонансних коливань, зумовлених зміною сили початкового 
натягу [3], за величини напруження 200 МПа амплітуда буде найменшою. 

Для ділянок меншої довжини за менших ексцентриситетів 6
1 2 2 10 мe e −= = ⋅ , 

величина амплітуди зростає (рис. 3). Найбільшою амплітуда коливань за вказа-
ного ексцентриситету є для найкоротшої ділянки полотна. Для ділянки завдов-
жки 0,5 м амплітуда більша майже в три рази порівняно з ділянкою завдовжки 
1,3 м. Отже амплітуда резонансних поперечних коливань, зумовлених ексцен-
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триситетом обертових ланок, на довшій ділянці є меншою, ніж на коротких ді-
лянках полотна між напрямними роликами чи напрямним роликом і шківом 
(довжини, відповідно, 0,8 м і 0,5 м). Тому розглянемо коливання ділянки полот-
на пилки завдовжки 0,5мl =  за різних значень ексцентриситету (рис. 4). 

 
Рис. 2. Амплітуди резонансних коливань ділянки полотна стрічкової пилки 

завдовжки 1,3 м за різних значень напружень попереднього натягу 

 
Рис. 3. Амплітуди резонансних коливань ділянок полотна стрічкової пилки 

різної довжини 

 
Рис. 4. Амплітуди резонансних коливань ділянки полотна стрічкової пилки 
завдовжки 0,5 м за напруження початкового натягу 120 МПа за різних 
значень ексцентриситету значень напружень попереднього натягу 
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У разі збільшення ексцентриситету від 610−  м до величини 67 10−⋅  м амплі-
туда коливань короткої ділянки завдовжки 0,5 м зростає майже у п'ять разів і 
досягає значення 325 10−⋅  м. Для уникнення таких значних амплітуд потрібно 
забезпечувати відповідну точність виготовлення та балансування обертових 
мас, якими є напрямні ролики та пилкові шківи. 

У табл. 1 та 2 наведено значення амплітуд резонансних коливань ділянок 
полотна стрічкової пилки завширшки 26 та 52 мм з урахуванням різних напру-
жень початкового натягу і, відповідно, різних величин сталих складових сили 
натягу за двох швидкостей різання: v=30 м/с (див. табл. 1) та v=50 м/с (див. 
табл. 2). Початкова амплітуда резонансних коливань при виконанні обчислень 
прийнята 0 0,1а =  мм. Для ширшого полотна стрічкової пилки амплітуда більша 
від усіх значень ексцентриситету, однак це збільшення не істотне. Амплітуда 
збільшується приблизно на 0,1 мм для вдвічі ширшого полотна. 

Збільшення швидкості різання з v= 30 м/с до v= 50 м/с призводить до змен-
шення амплітуди резонансних коливань. Причому за більшого ексцентриситету 
зі збільшенням швидкості різання величина амплітуди зменшується на більшу 
величину. За ексцентриситету 6

1 2 1 10e e −= = ⋅  м амплітуда коливань ділянки по-
лотна завдовжки 1,3 м зменшується на 0,1 мм, а за ексцентриситету 

6
1 2 3 10e e −= = ⋅  м – на 0,3 мм. За більшого ексцентриситету ( 6

1 2 3 10e e −= = ⋅  м) ко-
ротка ділянка полотна пилки ( 0,5мl = ) коливається з однаковою амплітудою за 
різних значень швидкості руху. Отже, за малої довжини швидкість різання не 
впливає на амплітуду коливань. 

Табл. 1. Амплітуди резонансних коливань ділянок полотна стрічкової пилки за 
швидкості різання v=30 м/с 

Значення 
ексцентрисите-

тів e, м 

Ширина 
полотна  

пилки B, мм 

Напруження 
попереднього 
натягу 0σ , МПа 

Стала складова 
сили натягу  

N , Н 

Амплітуда 
резонансних 
коливань а, м 

Довжина ділянки полотна 0,5мl =  1 1,3мl =  
120 3120 0,0035 0,0013 
160 4160 0,0041 0,0015 26 
200 5200 0,0046 0,0017 
120 6240 0,0035 0,0013 
160 8320 0,0041 0,0015 

6
1

6
2

1 10 ,

1 10

e

e

−

−

= ⋅
= ⋅

 

52 
200 10400 0,0047 0,0017 
120 3120 0,0071 0,0027 
160 4160 0,0083 0,0031 26 
200 5200 0,0093 0,0035 
120 6240 0,0072 0,0027 
160 8320 0,0084 0,0031 

6
1

6
2

2 10 ,

2 10

e

e

−

−

= ⋅

= ⋅
 

52 
200 10400 0,0094 0,0035 
120 3120 0,0108 0,0041 
160 4160 0,0126 0,0048 26 
200 5200 0,0141 0,0054 
120 6240 0,0107 0,0040 
160 8320 0,0125 0,0047 

6
1

6
2

3 10 ,

3 10

e

e

−

−

= ⋅
= ⋅

 

52 
200 10400 0,0141 0,0054 
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Табл. 2. Амплітуди резонансних коливань ділянок полотна стрічкової пилки за 
швидкості різання v= 50 м/с 

Значення 
ексцентрисите-

тів e, м 

Ширина 
полотна 

пилки B, мм 

Напруження 
попереднього 
натягу 0σ , МПа 

Стала складова 
сили натягу N , 

Н 

Амплітуда 
резонансних 
коливань а, м 

Довжина ділянки полотна 0,5мl =  1 1,3мl =  

120 3120 0,0033 0,0012 
160 4160 0,0039 0,0015 26 
200 5200 0,0044 0,0017 
120 6240 0,0033 0,0012 
160 8320 0,0040 0,0015 

6
1

6
2

1 10 ,

1 10

e

e

−

−

= ⋅

= ⋅
 

52 
200 10400 0,0045 0,0017 
120 3120 0,0067 0,0025 
160 4160 0,0080 0,0030 26 
200 5200 0,0090 0,0034 
120 6240 0,0067 0,0025 
160 8320 0,0080 0,0030 

6
1

6
2

2 10 ,

2 10

e

e

−

−

= ⋅

= ⋅
 

52 
200 10400 0,0090 0,0034 
120 3120 0,0102 0,0039 
160 4160 0,0120 0,0046 26 
200 5200 0,0136 0,0052 
120 6240 0,0101 0,0038 
160 8320 0,0120 0,0045 

6
1

6
2

3 10 ,

3 10

e

e

−

−

= ⋅
= ⋅

 

52 
200 10400 0,0136 0,0052 

Висновки. Дослідження поперечних резонансних коливань полотна стріч-
кової пилки виконано на підставі розв'язування нелінійного диференціального 
рівняння для поздовжньо рухомого жорсткого стержня на двох опорах за наяв-
ності можливого ексцентриситету опор. У дослідженні враховано такі геомет-
ричні та технологічні параметри: ширина та довжина ділянки полотна стрічко-
вої пилки, напруження попереднього натягу (сила натягу), швидкість різання. 

Установлено, що внаслідок незначного зовнішнього збурення на різних ді-
лянках полотна (між пилковими шківами, між напрямними роликами, між нап-
рямних роликом і пилковим шківом) під час холостого руху пилки можуть ви-
никати поперечні резонансні коливання, зумовлені ексцентриситетом оберто-
вих ланок. Наявність незначного ексцентриситету у разі резонансних коливань 
зумовлює значне зростання амплітуди поперечних коливань полотна пилки. 
Причому, за більшого натягу полотна амплітуда збільшується: для ділянки зав-
довжки 1,3 м за початкового напруження полотна 120 МПа амплітуда стано-
вить 4,6 мм, за напруження 200 МПа – 6,4 мм. 

За наявності ексцентриситету довша ділянка полотна пилки коливається з 
меншими амплітудами, ніж коротша. Ширина полотна істотно не впливає на 
амплітуду змушених резонансних коливань. Збільшення швидкості різання 
зменшує амплітуду резонансних коливань за всіх досліджених значень ексцен-
триситету. 
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Отже, для уникнення небезпечних резонансних явищ у полотні стрічкової 
пилки потрібно якнайточніше виготовляти пилкові шківи та напрямні ролики та 
розміщувати їх на валах та осях з якнайменшими зазорами. На етапі проекту-
вання за складальними кресленнями вузлів стрічковопилкого верстата, де вказа-
ні допуски на виготовлення та посадки деталей, за допомогою запропонованої 
методики дослідження змушених поперечних резонансних коливань полотна 
стрічкової пилки можна обчислити амплітуди таких коливань. 
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Дзюба Л.Ф., Хытряк О.І. Исследование влияния эксцентриситета вра-
щающихся звеньев на амплитуду поперечных колебаний полотна ленточ-
ной пилы 

Поперечные колебания участков полотна ленточной пилы исследованы с учетом 
продольного движения при наличии эксцентриситета вращательных звеньев. Рассмот-
рен резонансный случай поперечных колебаний при различных начальных натяжениях 
полотна пилы при внешнем незначительном периодическом возбуждении. Амплитуд-
но-частотные характеристики участков полотна ленточной пилы построены по резуль-
татам решения нелинейного дифференциального уравнения с использованием метода 
Бубнова-Галеркина и основных идей методов возмущений. 

Ключевые слова: поперечные колебания, резонанс, ленточная пила, эксцентриситет, 
амплитудно-частотная характеристика. 

Dzyuba L.F., Khytriak O.I. The Research of the Influence of the Ecentricity 
of the Rotating Link on the Amplitude of Cross Oscillations of the Band Saw 
Cloth 

Transverse modes of the band saw blade parts were investigated with consideration to lon-
gitudinal movement with the eccentricity of the rotational links. The resonant case of 
transverse modes with various initial tension of the blade saw and with insignificant external 
periodic excitation was considered. The amplitude-frequency characteristics of the band saw 
blade sections are constructed on the basis of the results of nonlinear differential equation sol-
ving used with the Bubnov-Galerkin's method and the main ideas of perturbation methods. 

Keywords: transverse vibrations, resonance, band saw, eccentricity, amplitude frequency 
characteristic. 

 




