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I. Kátai
A. I. Kalinin
Yu. D. Kaplunov
V. O. Kapustyan
O. V. Kapustyan

O. D. Kichmarenko
I. T. Kiguradze
P. I. Kogut
An. O.Korenovskyi
V. Krotov
V. Ye. Kruglov
O. F. Kryvyi
A. Laurinčikas
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УДК 539.375

М. В. Дудик, Ю. В. Решiтник, В. М. Фенькiв
Уманський державний педагогiчний унiверситет iменi Павла Тичини

КОНТАКТ БЕРЕГIВ МIЖФАЗНОЇ ТРIЩИНИ, ЩО ВИХОДИТЬ З
КУТОВОЇ ТОЧКИ ЛАМАНОЇ МЕЖI ПОДIЛУ

В умовах плоскої деформацiї за допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено розв’язок
задачi про розрахунок маломасштабної контактної зони бiля вершини мiжфазної трiщи-
ни, що виходить з кутової точки ламаної межi подiлу двох рiзних однорiдних iзотропних
матерiалiв. Отримано вирази для визначення довжини контактної зони i контактного
напруження та виконано числовий аналiз їх залежностi вiд пружних характеристик
з’єднаних матерiалiв, кута зламу межi подiлу середовищ, конфiгурацiї навантаження i
коефiцiєнта тертя.
MSC: 74B20, 74C05, 74G70.
Ключовi слова: контактна зона, ламана межа подiлу, мiжфазна трiщина .

Вступ. Дослiдження напружено-деформованого стану у кусково-однорiдному
тiлi бiля вершини мiжфазної трiщини, що виходить з кутової точки ламаної межi
подiлу двох рiзних матерiалiв, виявили наявнiсть комплексного показника сингу-
лярностi напружень на певних iнтервалах кутiв зламу, якi залежать вiд пружних
характеристик з’єднаних матерiалiв [1]. Комплекснi значення показника сингу-
лярностi передбачають просторовi осциляцiї берегiв трiщини i, як наслiдок, їх
взаємний перетин, неможливий з фiзичної точки зору. Для усунення цього про-
тирiччя М.Комнiноу [2] була запропонована модель трiщини, що припускає кон-
такт берегiв бiля її вершини. В [3] за допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено
аналiтичний розв’язок задачi про контактну зону малих розмiрiв для мiжфа-
зної трiщини, розташованої на плоскiй межi подiлу, при наявностi тертя берегiв
i навантаженнi, заданому коефiцiєнтом iнтенсивностi напружень. В данiй робо-
тi аналогiчне дослiдження виконано у бiльш загальному випадку ламаної межi
подiлу.

Основнi результати1. Постановка задачi.В умовах плоскої деформа-
цiї розглядається задача про розрахунок розмiрiв маломасштабної контактної
зони бiля вершини мiжфазної трiщини, яка спiвпадає з кутовою точкою ламаної
межi подiлу двох рiзних пружних матерiалiв з модулями Юнга 𝐸1, 𝐸2, коефiцi-
єнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2 i кутом зламу 𝛼. Контактну зону моделюємо розрiзом,
береги якого взаємодiють за законом сухого тертя Кулона з коефiцiєнтом тертя
𝜇. На розрiзi передбачається стискувальне нормальне напруження i допускається
стрибок лише дотичної складової перемiщення.

Вважаючи довжину контактної зони s значно меншою порiвняно з довжиною
трiщини L та iншими суттєвими розмiрiв тiла, будемо розглядати тiло як кусково-
однорiдну площину з пiвнескiнченним розрiзом на однiй з меж подiлу, частина
берегiв якого, прилегла до вершини, перебуває у контактi, а решта - вiльна вiд
навантаження (Рис.1).

Малiсть контактної зони дозволяє сформулювати умову на нескiнченостi у
виглядi вимоги можливостi зшивання розшукуваного розв’язку з асимптотичним

Надiйшла 26.06.2017 © Дудик М. В., Решiтник Ю. В., Фенькiв В. М., 2017
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Рис. 1. Розрахункова модель контактної зони

розв’язком бiля вершини трiщини аналогiчної задачi про мiжфазну трiщину без
контакту берегiв [4]. В результатi приходимо до статичної задачi теорiї пружностi
з крайовими умовами:

𝜃 “ 0 : x𝜎𝜃y “ x𝜏𝑟𝜃y “ 0, x𝑢𝜃y “ x𝑢𝑟y “ 0; (1)

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q : x𝜎𝜃y “ x𝜏𝑟𝜃y “ 0, 𝜏𝑟𝜃 “ ´𝜇𝜎𝜃; (2)

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q : 𝑟 ă 𝑠, x𝑢𝜃y “ 0; 𝑟 ą 𝑠, 𝜎𝜃 “ 0; (3)

𝜃 “ p2𝜋´𝛼q
ď

p´𝛼q, 𝑟 Ñ8 :

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F

“ ´
4p1´ 𝜈21q

𝐸1

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑟
𝜆𝑖`𝑜p1{𝑟q .

(4)
де x𝑓y - стрибок величини f ; 𝐾𝑖 - коефiцiєнти iнтенсивностi напружень; 𝜆𝑖 - пока-
зники сингулярностi, якi є коренями характеристичного рiвняння p´1 ă 𝑅𝑒𝜆𝑖 ă
0q [4]:

𝐷p´𝜆´ 1q “ 0, (5)

𝐷p𝑝q “ p1` 𝜅1q
2Δ1 ` 𝑒

2p1` 𝜅2q
2Δ2 ´ 4p1´ 𝑒q2Δ1Δ2 ´ 2p1` 𝜅1q𝑒p1` 𝜅2qΔ3`

´4p1´ 𝑒qp1` 𝜅1qΔ1 sin
2 𝑝p2𝜋 ´ 𝛼q ` 4p1´ 𝑒q𝑒p1` 𝜅2qΔ2 sin

2 𝑝𝛼,

Δ1 “ 𝑝2 sin2 𝛼´ sin2 𝑝𝛼,

Δ2 “ 𝑝2 sin2 𝛽 ´ sin2 𝑝𝛽, 𝛽 “ 2𝜋 ´ 𝛼,

Δ3 “ 𝑝2 sin2 𝛼` sin 𝑝𝛼 sin 𝑝p2𝜋 ´ 𝛼q cos 2𝑝𝜋,

𝑒 “
𝐸1

𝐸2

1` 𝜈2
1` 𝜈1

, 𝜅𝑖 “ 3´ 4𝜈𝑖,

𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q “
𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝐹1p𝜆𝑖,𝛼q ` 𝑒𝐹2p𝜆𝑖,𝛼q

p1` 𝜅1qp𝜆` 2qΔ1𝐵p𝜆q
,

𝐹1p𝜆𝑖,𝛼q “p1` 𝜅1q𝜓1 ` 2p1´ 𝑒qp𝜓2 ´ 𝜓1q ` 𝑒p1` 𝜅2qp𝜓4 ´ 𝜓1q,

𝐹2p𝜆𝑖,𝛼q “2𝑒p1` 𝜅2q𝑡3rp𝑒´ 1q𝜓6 ´ 𝑒p1` 𝜅2qs ` 4𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝜓1`

` 4p1´ 𝑒q2𝑡3𝜓5 ´ p1` 𝜅1qrp1` 𝜅1q ´ 4p1´ 𝑒q𝑡2s𝜓5,

𝜓1 “ 𝜆 sin𝛼 sinp2𝜆𝜋 ` 𝛼q ` cos 2𝜆𝜋 ´ cosp𝜆` 2q𝛼 cos𝜆p2𝜋 ´ 𝛼q,

𝜓2 “ p𝜆
2 ` 3𝜆` 2q sin2 𝛼 cos 2p𝜆` 1qp𝜋 ´ 𝛼q,

𝜓3 “ p𝜆` 1q2 sin2 𝛼` sinp𝜆` 1q𝛼 cos 2𝜆𝜋 sinp𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,
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𝜓4 “ 𝜆 sin2 𝛼` cos2 2𝜆𝜋 ´ cosp𝜆` 2q𝛼 cos𝜆𝛼,

𝜓5 “ 2𝜆p𝜆` 2q sin2 𝛼´ 2 sin𝜆𝛼 sinp𝜆` 2q𝛼`

`p1` 𝜅2qr𝜆 sin
2 𝛼` 1´ cos𝜆𝛼 cosp𝜆` 2q𝛼s,

𝜓6 “ p1` 𝜅2q cos 2p𝜆` 1q𝛼` 4 sin2p𝜆` 1q𝛼,

Δ1𝐵 “2p𝑒´ 1q𝑡3r2p𝑒´ 1q𝑡13 ` 𝑒p1` 𝜅2q sinp𝜆` 2q𝛼s´

´ p1` 𝜅1q𝑡13r4p𝑒´ 1q𝑡2 ` p1` 𝜅1qs ` 𝑒p1` 𝜅2qp1` 𝜅1q𝑡14,

𝑡2 “ sin2p𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,

𝑡3 “ p𝜆` 1q2 sin2 𝛼´ sin2p𝜆` 1qp2𝜋 ´ 𝛼q,

𝑡12 “ p𝜆` 2q sin𝜆𝛼` 2 sinp𝜆` 2q𝛼,

𝑡13 “ 𝜆 cosp𝜆` 1q𝛼 sin𝛼´ sin𝜆𝛼.

Введенi в (4) коефiцiєнти iнтенсивностi напружень 𝐾𝑖 через вiдсутнiсть симе-
трiї у будовi кусково-однорiдного тiла не зв’язнi з певними модами навантаження.
Надалi вважаємо їх заданими за умовою задачi i такими, що забезпечують сти-
скувальнi напруження на берегах контактної зони (𝜎0 p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼q “ 𝜎0 p𝑟,´ 𝛼q ă 0
при răs).

Розв’язок сформульованої крайової задачi шукаємо у виглядi суми розв’язкiв
наступних двох задач. Перша задача вiдрiзняється вiд початкової тим, що замiсть
першої з умов (3) використовуємо умову

𝜃 “ p2𝜋 ´ 𝛼q
ď

p´𝛼q , 𝑟 ă 𝑠 :

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F

“
4p1´ 𝜈21q

𝐸1

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑟
𝜆𝑖 , (6)

а на нескiнченностi
@

B𝑢𝜃

B𝑟

D

„ 𝑜p1{𝑟q. Друга задача – аналогiчна задача без конта-
ктної зони, розв’язок якої вiдомий [4], тому достатньо знайти розв’язок першої
задачi.

2. Розв’язання задачi методом Вiнера—Хопфа. За допомогою iнте-
грального перетворення Меллiна сформульована крайова задача (1-4) зводиться
до функцiонального рiвняння Вiнера – Хопфа першої задачi у смузi ´𝜀1 ă 𝑅𝑒𝑝 ă
𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 – достатньо малi позитивнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ`p𝑝q ´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖
“ ´𝐺0p𝑝q

𝐵 sin 𝑝𝜋

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋
Φ´p𝑝q, (7)

Φ`p𝑝q “
𝐸1

2p1´ 𝜈21q

ˆ 8
1

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F
⃒⃒⃒⃒

𝑟“𝜌𝑠
𝜃“2𝜋´𝛼

Ť

´𝛼

𝜌𝑝𝑑𝜌,

Φ´p𝑝q “

ˆ 1

0

𝜎𝜃p𝜌𝑠,2𝜋 ´ 𝛼q𝜌
𝑝𝑑𝜌,

𝐺0p𝑝q “
2𝐷0p𝑝q

𝐷p𝑝q

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋

𝐵p1` 𝜅1q sin 𝑝𝜋
, 𝐵 “

1` 𝜅1 ` 𝑒 p1` 𝜅2q

2 p1` 𝜅1q
,

𝐷0p𝑝q “ p1´ 𝑒q
3
2𝜇Δ1Δ2 ´ p1´ 𝑒q 𝑒

2 p1` 𝜅2q
2
Δ4 ´ p1´ 𝑒q

2
𝑒 p1` 𝜅2qΔ5`

`p1´ 𝑒q p1` 𝜅1q 𝑒 p1` 𝜅2qΔ6`

`p1´ 𝑒q p1` 𝜅1q
2
Δ7 ´ p1´ 𝑒q

2
p1` 𝜅1qΔ8 ` p1` 𝜅1q

2
𝑒 p1` 𝜅2qΔ9´

´p1` 𝜅1q 𝑒
2 p1` 𝜅2q

2
Δ10,
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𝛿 p𝑥q “ cos 𝑝𝑥` 𝜇 sin 𝑝𝑥, 𝛿1 “ 𝑝 sin𝛼 pcos𝛼` 𝜇 sin𝛼q ,

Δ4 “ 𝛿 p𝛼qΔ2 sin 𝑝𝛼,

Δ5 “ Δ4 `
`

𝛿1 ` 2𝜇 sin2 𝑝𝛼
˘

Δ2,

Δ6 “ 𝛿 p´𝛽qΔ1 sin 𝑝𝛽,

Δ7 “ 2𝛿 p𝛼´ 𝜋q
`

𝑝2 sin2 𝛼` sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝛽
˘

sin 𝑝 p𝛼´ 𝜋q´

´4 sin2 𝑝𝜋
`

𝛿1 cos
2 𝑝 p𝛼´ 𝜋q ` 𝜇 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝛽

˘

,

Δ8 “ Δ6 ´
`

𝛿1 ` 2𝜇 sin2 𝑝𝛽
˘

Δ1,

Δ9 “ sin2 𝑝𝜋 ¨ p𝛿1 ´ 𝛿 p´𝛽q sin 𝑝𝛼q ,

Δ10 “ sin2 𝑝𝜋 ¨ p𝛿1 ` 𝛿 p𝛼q sin 𝑝𝛽q ,

𝜆0 “
1
𝜋 arccos

ˆ

´𝜇𝛽?
1`𝜇2𝛽2

˙

´ 1, 𝛽 “ p1`𝑒𝜅2q´p𝑒`𝜅1q

p1`𝑒𝜅2q`p𝑒`𝜅1q
— параметр Дундурса.

Функцiя 𝐺0p𝑖𝑡q має парну додатну дiйсну i непарну уявну частини, якi при
𝑡 Ñ ˘8 прямують до 1 i 0 вiдповiдно, тому iндекс функцiї 𝐺0p𝑝q по уявнiй вiсi
дорiвнює 0 i справедлива факторизацiя за формулою Гахова [5]:

𝐺0p𝑝q “
𝐺`0 p𝑝q

𝐺´0 p𝑝q
p𝑅𝑒𝑝 “ 0q , exp

„

1

2𝜋𝑖

ˆ `𝑖8

´𝑖8

ln𝐺p𝑧q

𝑧 ´ 𝑝
𝑑𝑧



“

"

𝐺`0 p𝑝q, 𝑅𝑒𝑝 ă 0,
𝐺´0 p𝑝q, 𝑅𝑒𝑝 ą 0.

(8)
З теорiї гамма-функцiй Ейлера випливає подання [6]:

sin 𝑝𝜋

sinp𝑝´ 𝜆0q𝜋
“

𝑝

p𝑝´ 𝜆0q𝑄`p𝑝q𝑄´p𝑝q
, 𝑄˘p𝑝q “

Γp1¯ 𝑝q

Γp1¯ 𝑝˘ 𝜆0q
(9)

Використовуючи (8) i (9), перепишемо (7) у виглядi:

Φ`p𝑝q𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

„

𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
`

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q



“

“ ´
𝐵Φ´p𝑝q

p𝑝´ 𝜆0q𝐺
´
0 p𝑝q𝑄

´p𝑝q
´
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 “ 0q.

(10)
Лiва частина рiвняння (10) є аналiтичною функцiєю у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 ă 0,

а права – у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 ą 0. Тому, згiдно з принципом аналiтичного продов-
ження повинна iснувати єдина функцiя, яка є аналiтичною у всiй комплекснiй
площинi p i дорiвнює лiвiй i правiй частинам цього рiвняння у вiдповiдних пiв-
площинах. Щоб її знати дослiдимо асимптотичну поведiнку функцiй, що входять
в рiвняння (10) на нескiнченостi. За допомогою формули Стерлiнга отримаємо
𝑄˘p𝑝q „ 𝑒˘𝜆0 p¯𝑝q

¯𝜆0 , а з (8) випливає, що lim
𝑝Ñ8

𝐺˘0 p𝑝q “ 1. Врахуємо також, що у

вiдповiдностi iз загальними положеннями про поведiнку напружень i перемiщень
бiля концентраторiв в кiнцi контактної зони мають мiсце сингулярностi виду

𝜎𝜃p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼
ď

´𝛼q „𝑀1p𝑠´ 𝑟q
´1´𝜆0 p𝑟 Ñ 𝑠´ 0q,

𝐸1

4p1´ 𝜈21q

B

B𝑢𝜃
B𝑟

F
⃒⃒⃒⃒
𝜃“2𝜋´𝛼

Ť

´𝛼

„𝑀2p𝑟 ´ 𝑠q
´1´𝜆0 p𝑟 Ñ 𝑠` 0q,
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де M 1, M 2 — деякi сталi. Тодi за теоремою абелева типу [7] знаходимо, що при
𝑝Ñ8

Φ´p𝑝q „𝑀1Γp´𝜆0q𝑠
´1´𝜆0𝑝𝜆0 ,Φ`p𝑝q „𝑀2Γp´𝜆0q𝑠

´1´𝜆0p´𝑝q𝜆0 . (11)

Пiдставляючи знайденi вище асимптотики 𝑄˘p𝑝q, 𝐺˘0 p𝑝q та Φ˘p𝑝q в (10), зна-
ходимо, що функцiї в її лiвiй i правiй частинах на нескiнченностi обертаються в
нуль. Отже, за теоремою Лiувiля єдина аналiтична функцiя тотожно дорiвнює
нулю у всiй комплекснiй площинi. Прирiвнюючи обидвi частини рiвняння (10) до
нуля, отримаємо його точний розв’язок:

Φ`p𝑝q “
𝑝𝐺`0 p𝑝q

𝑄`p𝑝q

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

„

𝑄`p𝑝q

𝑝𝐺`0 p𝑝q
`

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q



p𝑅𝑒𝑝 ă 0q ,

Φ´p𝑝q “ ´
p𝑝´ 𝜆0q𝐺

´
0 p𝑝q𝑄

´p𝑝q

𝐵

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖

𝑝` 1` 𝜆𝑖

𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 ą 0q .

(12)
3. Розрахунок параметрiв контактної зони. З (12) випливає, що при

𝑝Ñ8

Φ´p𝑝q „ ´
𝑒´𝜆0𝑝𝜆0

𝐵

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

p𝑅𝑒𝑝 ą 0q . (13)

Порiвнюючи (11) з (13), знаходимо:

𝑀1 “ ´
𝑒´𝜆0𝑠1`𝜆0

𝐵Γp´𝜆0q

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

.

Оскiльки в кiнцi контактної зони нормальне напруження обертається в 0 (при
𝑟 ą 𝑠 трiщина вiдкрита), тому повинно бути 𝑀1 “ 0, що приводить до трансцен-
дентного рiвняння для визначення довжини контактної зони:

ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

“ 0. (14)

У цьому рiвняннi для пiдвищення точностi можна взяти довiльну кiлькiсть до-
данкiв з коренями характеристичного рiвняння (5), що задовольняють умову
𝑅𝑒𝜆𝑖 ą ´1, проте для маломасштабної зони з 𝑠 ! 𝐿 можна обмежитись лише
двома найбiльшими за модулем показниками сингулярностi 𝜆1,𝜆2 „ ´0,5, що
дозволяє отримати вираз для довжини контактної зони

𝑠 “

„

´
p2𝜋q𝜆1𝐾1𝐹 p𝜆1,𝛼q𝑄

`p´1´ 𝜆1q

p2𝜋q𝜆2𝐾2𝐹 p𝜆2,𝛼q𝑄`p´1´ 𝜆2q

p1` 𝜆2q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆2q

p1` 𝜆1q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆1q

1{p𝜆2´𝜆1q

. (15)

Даний вираз годиться як для дiйсних 𝜆1, 𝜆2, так i для комплексно спряжених
𝜆1 “ 𝜆̄2. В останньому випадку в (15) використовуються комплексно спряженi
коефiцiєнти iнтенсивностi напружень 𝐾1 “ 𝐾̄2.
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З розв’язку (12) визначили трансформанту нормального напруження на бе-
регах трiщини та, застосувавши до неї зворотне перетворення Меллiна i теорему
про лишки, знайшли вираз для контактного напруження:

𝜎𝜃p𝑟,2𝜋 ´ 𝛼q “
ÿ

𝑘

„

p1` 𝜅1q𝐷 p´1´ 𝜆
1
𝑘q

2𝐷10 p´1´ 𝜆
1
𝑘q

´𝑟

𝑠

¯𝜆1𝑘 p1` 𝜆1𝑘q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆

1
𝑘q

𝑄`p´1´ 𝜆1𝑘q
ˆ

ˆ
ÿ

𝑖

p2𝜋q𝜆𝑖𝐾𝑖𝐹 p𝜆𝑖,𝛼q𝑠
𝜆𝑖𝑄`p´1´ 𝜆𝑖q

p𝜆𝑖 ´ 𝜆1𝑘q p1` 𝜆𝑖q𝐺
`
0 p´1´ 𝜆𝑖q

ff

, (16)

де 𝜆1𝑘 - коренi рiвняння

𝐷0

`

´1´ 𝜆1𝑘
˘

“ 0 p𝑅𝑒𝜆1𝑘 ą ´1q, (17)

𝐷10 p𝑝q “ 𝑑𝐷0 p𝑝q {𝑑𝑝. Для забезпечення точностi при будь-яких 0 ď 𝑟 ď 𝑠 необ-
хiдно в сумах по k брати якомога бiльше доданкiв. Вираз (16) вказує на те, що
бiля вершини трiщини зберiгається концентрацiя напружень, яка характеризує-
ться показником сингулярностi 𝜆11.

4. Аналiз числових результатiв. Згiдно (14) i (15), довжина контактної
зони при незмiннiй конфiгурацiї зовнiшнього навантаження не залежить вiд його
модуля, який лiнiйно входить в коефiцiєнти iнтенсивностi напружень. Для дослi-
дження залежностi розмiрiв контактної зони вiд конфiгурацiї навантаження i
параметрiв композитного тiла розглянемо дiю зосереджених сил з нормальними
i дотичними компонентами P i Q, прикладених на вiдстанi 𝑎 ! 𝐿 вiд вершини
трiщини до її берегiв (рис. 1). Конфiгурацiя навантаження визначалась вiдно-
шенням n=P/Q. Коефiцiєнти iнтенсивностi для даного випадку визначенi в [4].
Результати числових розрахункiв довжини контактної зони для окремих пара-
метрiв тiла i навантаження поданi на рис. 2. В усiх розрахунках покладалось
𝜈1 “ 𝜈2 “ 0,3.

Довжина контактної зони стрiмко зменшується при зближеннi пружних хара-
ктеристик з’єднаних матерiалiв (рис. 2а) та зi збiльшенням вiдношення n=P/Q
розтягувальних зусиль до зсувних (рис. 2с), набуваючи екстремально малих зна-
чень, для яких контактна модель мiжфазної трiщини стає фiзично некоректною.
Навпаки, зусилля, що призводять до зсуву берега трiщини в менш жорсткому
матерiалi вiдносно протилежного берега в напрямку вiд вершини, зумовлюють
розмiри зони, зрiвняннi за порядком величини з довжиною трiщини, однак у цьо-
му випадку порушується прийнята в данiй роботi умова маломасштабностi зони,
i для великих її розмiрiв отриманий розв’язок стає необґрунтованим.

Залежнiсть розмiру контактної зони вiд тертя виявляється менш вираженою:
її довжина повiльно зростає зi збiльшенням тертя (рис. 2d), що узгоджується
з висновками робiт [3, 8, 9]. В той же час довжина областi контакту берегiв
iстотно залежить вiд кута зламу межi подiлу з’єднаних матерiалiв (рис.2с): в цiй
залежностi виявляється максимум при кутi зламу, близькому до 𝛼 « 1700.

Згiдно (16), напруження бiля вершини трiщини мають степеневу особливiсть
з дiйсним показником сингулярностi ´1 ă 𝜆11 ă 0 (рис. 3), що задовольняє рiвня-
ння (17). Таким чином, контактна зона усуває просторовi осциляцiї перемiщень
i напружень бiля вершини трiщини, характернi для класичної моделi мiжфазної
трiщини на ламанiй межi подiлу при кутах зламу в iнтервалi 600 ď 𝛼 ď 2700.
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Рис. 2. Залежнiсть довжини контактної зони вiд: а) вiдношення модулiв Юнга для
n=0,5, 𝜇 “ ´0,5; b) кута зламу межi подiлу для E1/E2=0,1, 𝜇 “ ´0,5; c) конфiгурацiї
навантаження для E1/E2=0,3, 𝜇 “ ´0,5; d) коефiцiєнта тертя для E1/E2=0,3, n=0,5.

Проте, при вiдмiнному вiд 0 коефiцiєнтi тертя показник сингулярностi на
порiвняно вузьких iнтервалах кутiв зламу може набути комплексних значень, якi
обумовлюють фiзично некоректнi просторовi осциляцiї перемiщень (штрихована
дiлянка на графiку 𝜆11p𝛼q для 𝜇 “ ´1, рис. 3).

Рис. 3. Залежнiсть показника сингулярностi напружень вiд кута зламу
межi подiлу для E1/E2=0,3.

Розв’язання цього протирiччя, у вiдповiдностi з комплексною моделлю мiж-
фазної трiщини [10], вбачаємо в утвореннi зони передруйнування в околi верши-
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ни. Зокрема, модель мiжфазної трiщини з контактом берегiв i бiчною пластичною
зоною передруйнування на плоскiй межi подiлу матерiалiв розглянута в [11].

Висновки. За допомогою методу Вiнера-Хопфа знайдено розв’язок задачi
про розрахунок розмiрiв маломасштабної областi контакту берегiв бiля вершини
мiжфазної трiщини, яка виходить з кутової точки ламаної межi подiлу двох рi-
зних однорiдних iзотропних матерiалiв. Мiж берегами трiщини передбачається
взаємодiя за законом сухого тертя. Отримано вирази для довжини контактної
зони i контактного напруження та виконано числовий аналiз їх залежностей вiд
пружних характеристик з’єднаних матерiалiв, кута зламу, конфiгурацiї зовнi-
шнього навантаження i коефiцiєнта тертя. Встановлено, що контакт берегiв трi-
щини усуває фiзично некоректнi просторовi осциляцiї перемiщень, передбачуванi
класичною теорiєю мiжфазних трiщин, за винятком досить вузького iнтервалу
кутiв зламу.
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Дудик М. В., Решетник Ю. В., Фенькив В. М.
Контакт берегов межфазной трещины, выходящей из угловой точки ломаной
границы раздела

Резюме

В условиях плоской деформации с помощью метода Винера-Хопфа найдено решение
задачи о расчете маломасштабной контактной зоны вблизи вершины межфазной тре-
щины, выходящей из угловой точки ломаной границы раздела двух разных однородных
изотропных материалов. Получены выражения для определения длины контактной зо-
ны и контактного напряжения и выполнен числовой анализ их зависимости от упругих
характеристик соединенных материалов, угла излома границы раздела сред, конфигу-
рации нагрузки и коэффициента трения.
Ключевые слова: контактная зона, ломаная граница раздела, межфазная трещина .

Dudyk M. V., Reshitnyk Yu. V., Fen’kiv V. M.
Contact of the faces of the interfacial crack outcoming from angular point
of the broken interface

Summary

The model of the interfacial crack outcoming from the angular point of the broken interface

of two different homogeneous isotropic materials has been developed. The model assumes

the existence of a near the tip of the crack small-scale contact region of the faces interacting

according to the law of dry friction. Owing to the small sizes of the contact zone the condition

on the infinity as a demand of the possibility of sewing together the sought solution with the

asymptotic solution near the crack tip of the analogous problem about an interfacial crack

without contact of faces was formulated. The solution of the suitable static boundary-value

problem of the theory of elasticity under the conditions of plane deformation is found by using

the Wiener – Hopf method. The equations for the determination of the length of the contact

zone and stress singularity index near the crack tip and an expression for the contact stress

were obtained. The numerical analysis of the dependence of the contact zone length and

stress singularity index on the external load configuration, friction and elastic characteristics

of the joined materials was made. The fact that the length of the contact zone decreases

impetuously under the normal component of the load increases or the moduli of elasticity

of the joined materials become closer was discovered. At the same time, its dependence on

the friction coefficient is less pronounced: with the enhancement of the friction of the faces,

the length of the contact zone increases slightly. We have established that the contact of the

faces eliminates the physically uncorrected spatial oscillation of the displacements predicted

by the classic theory of the interfacial cracks with the exception of a narrow enough interval

of the interfacial angle.

Key words: contact zone, broken interface, interfacial crack.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ К АБСОЛЮТНОЙ
НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОЖЕСТВЕННОЗНАЧНЫХ
ОТОБРАЖЕНИЙ

В последнее время многие авторы рассматривали вопросы существования, единствен-
ности и свойства решений множественнозначных дифференциальных и интегро-диф-
ференциальных уравнений, уравнений высших порядков, исследовали импульсные и
управляемые системы в рамках теории множественнозначных уравнений. Очевидно,
что получение всех этих результатов было бы невозможно без развития теории множе-
ственнозначного анализа. В частности при рассмотрении множественнозначных диф-
ференциальных уравнений, когда правая часть удовлетворяет условиям Каратеодори,
в качестве решений рассматриваются абсолютно непрерывные множественнозначные
отображения. В статье показывается, что абсолютно непрерывные множественнознач-
ные отображения (при имеющихся понятиях производной и интеграла) не удовлетворя-
ют тем свойствам, которым удовлетворяют однозначные абсолютно непрерывные функ-
ции и предлагается ввести дополнительно понятие интегрально абсолютно непрерыв-
ного множественнозначного отображения.
MSC: 34A60, 34A12.
Ключевые слова: множественнозначность, абсолютная непрерывность, производная
Хукухары .

Введение. В последнее время в рамках теории множественнозначных урав-
нений были рассмотрены свойства решений множественнозначных дифференци-
альных уравнений, множественнозначных дифференциальных включений, мно-
жественнозначных интегро-дифференциальных уравнений и множественнознач-
ных интегральных уравнений, а также исследовались импульсные множествен-
нозначные системы и управляемые множественнозначные системы (см. [1-6] и
ссылки в них). Очевидно, что получение всех этих результатов было невозможно
без развития теории множественнозначного анализа. В данной работе сделаны
некоторые замечания к абсолютной непрерывности множественнозначных отоб-
ражений и тем самым показано отличие множественнозначного случая от од-
нозначного, а так же вводится дополнительно понятие интегрально абсолютно
непрерывного множественнозначного отображения.

Основные результаты
1. Необходимые определения и обозначения. Пусть 𝑅𝑛 - 𝑛-мерное про-

странство с евклидовой метрикой 𝑑p¨,¨q.

Определение 1. [7] Функция 𝑓 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑅𝑛 называется абсолютно непре-
рывной на отрезке r𝑎, 𝑏s, если для любого 𝜀 ą 0 найдется такое 𝛿p𝜀q ą 0, что для
любой конечной системы непересекающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка
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r𝑎, 𝑏s таких, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿, имеет место неравенство

𝑚
ÿ

𝑘“1

𝑑p𝑓p𝑏𝑘q, 𝑓p𝑎𝑘qq ă 𝜀.

Теорема 1. [7, 8] Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) функция 𝑓p¨q абсолютно непрерывна на r𝑎,𝑏s;

2) функция 𝑓p¨q дифференцируема почти всюду на r𝑎,𝑏s, 𝑓 1p¨q интегрируема
по Лебегу на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство 𝑓p𝑥q “

𝑓p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝑓 1p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемая по Лебегу на отрезке r𝑎, 𝑏s функция 𝑔p¨q та-

кая, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство 𝑓p𝑥q “ 𝑓p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝑔p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 1. Следовательно, абсолютно непрерывные функции и толь-
ко они восстанавливаются по своей производной интегрированием (вообще го-
воря, по Лебегу). Это свойство абсолютно непрерывных функций позволяет
рассматривать обыкновенные дифференциальные уравнения и дифференциаль-
ные включения, правая часть которых удовлетворяет условиям Каратеодори
[9-11]. Для таких уравнений решениями определяются абсолютно непрерывные
функции, которые удовлетворяют уравнению почти всюду на рассматриваемом
промежутке.

Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q - метрическое пространство всех непустых выпуклых ком-
пактных подмножеств пространства 𝑅𝑛 с метрикой Хаусдорфа

ℎp𝐴,𝐵q “ max

"

max
𝑎P𝐴

min
𝑏P𝐵

𝑑p𝑎,𝑏q, max
𝑏P𝐵

min
𝑎P𝐴

𝑑p𝑎,𝑏q

*

,

где 𝐴,𝐵 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q.
Как известно, пространство 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q не является линейным пространством

относительно операций сложения и умножения на скаляр, так как в общем слу-
чае нельзя ввести понятие противоположного для 𝐴 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q элемента, то
есть в общем случае 𝐴 ` p´1q𝐴 ‰ t0u, хотя, если 𝐴 “ t𝑎u P 𝑅𝑛, то для него
противоположный элемент существует.

Отсутствие противоположного элемента в пространстве 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q приводит
к неоднозначному введению понятия разности множеств и условиям ее суще-
ствования. Наиболее распространенной и используемой в научных публикациях
является разность Хукухары [12].

Определение 2. [12] Пусть 𝑋,𝑌 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q, а множество 𝑍 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таково, что 𝑋 “ 𝑌 `𝑍. Тогда множество 𝑍 мы будем называть разностью по
Хукухаре множеств 𝑋 и 𝑌 и писать 𝑍 “ 𝑋 ℎ𝑌.

Основными свойствами разности Хукухары [4] являются следующие:
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1) если разность Хукухары двух множеств 𝐴ℎ𝐵 существует, то она единствен-
ная;

2) 𝐴ℎ𝐴 “ t0u для любого 𝐴 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q;

3) p𝐴`𝐵qℎ𝐵 “ 𝐴 для любых 𝐴,𝐵 P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q.

Данная разность позволяет ввести следующее определение производной:

Определение 3. [12] Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q называется дифференцируемым по Хукухаре в точке 𝑥 P r𝑎,𝑏s, если
существует 𝐷𝐻𝐹 p𝑥qP 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅

𝑛q такое, что пределы

lim
ΔÓ0

1

Δ
p𝐹 p𝑥`Δq ℎ 𝐹 p𝑥qq и lim

ΔÓ0

1

Δ
p𝐹 p𝑥q ℎ 𝐹 p𝑥´Δqq

существуют и равны 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q. Множество 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q при этом называется про-
изводной Хукухары множественнозначного отображения 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

в точке 𝑥.

Заметим, что в данном определении предполагается, что для всех достаточно
малых Δ ą 0 разности 𝐹 p𝑥`Δq ℎ 𝐹 p𝑥q, 𝐹 p𝑥q ℎ 𝐹 p𝑥´Δq существуют.

Далее покажем, что теорема аналогичная теореме 1 не справедлива для аб-
солютно непрервных множественнозначных отображений при имеющихся опре-
делениях абсолютно непрерывного отображения, производной и интеграла.

2. Абсолютно непрерывные множественнозначные отображения. В
начале приведем определение абсолютно непрервывного множественнозначного
отображения:

Определение 4. [13,14] Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q называется абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если для любого
𝜀 ą 0 найдется такое 𝛿p𝜀q ą 0, что для любой конечной системы непересека-

ющихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r𝑎, 𝑏s таких, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿,

имеет место неравенство
𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq ă 𝜀.

Очевидно, что данное определение обобщает определение 1 абсолютно непре-
рвной функции в пространстве 𝑅𝑛. Однако, далее мы покажем, что утверждения
теоремы 1 не будут верны для множественнозначного случая.

Для этого введем следующие обозначения:
𝐴𝐶r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q,

удовлетворяющих определению 4.
𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таких, что 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s, 𝐷𝐻𝐹 p¨q ин-
тегрируемо по Хукухаре [12] на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠.
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𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s – множество множественнозначных отображений 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

таких, что существует интегрируемое по Хукухаре [12] на отрезке r𝑎, 𝑏s множе-
ственнозначное отображение 𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется ра-
венство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠. (1)

Далее докажем, что 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s, т.е. утверждения теоре-
мы 1 не будут верны для множественнозначного случая.

Лемма 1. 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Возьмем произвольное множественнозначное отображе-
ние 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Из теоремы 4.1 [14] следует, что для того, чтобы множе-
ственнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q было представимо в виде (1)
необходимо и достаточно, чтобы оно было абсолютно непрерывно в смысле опре-
деления 4 и удовлетворяло условию

a) для любых 𝑥1,𝑥2 P r𝑎,𝑏s, 𝑥1 ă 𝑥2 существует 𝑅p𝑥1,𝑥2q P 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что
𝐹 p𝑥2q “ 𝐹 p𝑥1q `𝑅p𝑥1,𝑥2q.

Следовательно, 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Лемма 2. 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Возьмем произвольное множественнозначное отображе-
ние 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Следовательно, существует интегрируемое по Хукухаре мно-

жественнозначное отображение 𝐺p¨q такое, что 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех

𝑥 P r𝑎,𝑏s.
Из [12] следует, что для почти всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s справедливо равенство

𝐷𝐻

¨

˝𝐹 p𝑎q `

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠

˛

‚“ t0u `𝐷𝐻

¨

˝

𝑥ˆ

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠

˛

‚“ 𝐺p𝑥q.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q диференцируемо по Ху-
кухаре для почти всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s и 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q ” 𝐺p𝑥q. Отсюда, 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s, то
есть 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.

Возьмем произвольное множественнозначное отображение 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s.
Следовательно, 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s,𝐷𝐻𝐹 p¨q
интегрируемо по Хукухаре на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется равенство

𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠. Взяв 𝐺p𝑥q ” 𝐷𝐻𝐹 p𝑥q для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s, получаем,

что 𝐹 p¨q P 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s, то есть 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Лемма 3. 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s.

Доказательство. Из леммы 1 мы имеем 𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Из леммы 2
𝐴𝐶𝐼r𝑎,𝑏s “ 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s. Следовательно, 𝐴𝐶𝐷r𝑎,𝑏s Ă 𝐴𝐶r𝑎,𝑏s. Лемма доказана.

Для демонстрации полученных результатов приведем следующие примеры.
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Пример 1. Пусть 𝐹 p𝑥q “ r´ cosp𝑥q, cosp𝑥qs для 𝑥 P r0,𝜋2 s. Множествен-
нозначное отображение 𝐹 p¨q не дифференцируемо по Хукухаре на сегменте r0,𝜋2 s
и не существует множественнозначного отображения 𝐺p¨q такого, что 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
𝑥́

0

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех 𝑥 P r0,𝜋2 s, так как диаметр 𝐹 p𝑥q, равный 2 cosp𝑥q, на

этом сегменте убывает.
Теперь покажем, что множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является

абсолютно непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s.
Выберем любое 𝜀 ą 0 и возьмем 𝛿 “ 𝜀. Возьмем любую конечную систему непере-

секающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r0,𝜋2 s такую, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘´𝑎𝑘q ă

𝛿 “ 𝜀. Тогда
𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq “
𝑚
ÿ

𝑘“1

| cosp𝑏𝑘q ´ cosp𝑎𝑘q| ď
𝑚
ÿ

𝑘“1

|𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘| ă 𝛿 “ 𝜀.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является абсолютно
непрерывным множественнозначным отображением в смысле определения 4.

Пример 2. Пусть для 𝑥 P r0,𝜋2 s и 𝐹 p𝑥q “

ˆ

cosp𝑥q sinp𝑥q
´ sinp𝑥q cosp𝑥q

˙

𝐾, где 𝐾 “

t𝑓 P 𝑅2 : |𝑓𝑖| ď 1, 𝑖 “ 1,2u.
Так как для любых двух 𝑥1, 𝑥2 P r0,

𝜋
2 s разность Хукухары 𝐹 p𝑥1q

ℎ𝐹 p𝑥2q не
существует, то множественнозначное отображение 𝐹 p𝑥q не дифференцируемо
по Хукухаре на сегменте r0,𝜋2 s, т.е. 𝐹 p¨q R 𝐴𝐶𝐷r0,𝜋2 s.

Так как множественнозначное отображение 𝐹 p¨q не удовлетворяет усло-
виям теоремы 4.1 из [14], то не существует множественнозначного отоб-

ражения 𝐺p¨q такого, что 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

0

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 для всех 𝑥 P r0,𝜋2 s, т.е.

𝐹 p¨q R 𝐴𝐶𝐼r0,𝜋2 s.
Теперь покажем, что множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является

абсолютно непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s
в смысле определения 4. Выберем любое 𝜀 ą 0 и возьмем 𝛿 “ 𝜀?

2
. Возьмем любую

конечную систему непересекающихся интервалов tp𝑎𝑘, 𝑏𝑘qu𝑚𝑘“1 из отрезка r0,𝜋2 s

такую, что
𝑚
ř

𝑘“1

p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q ă 𝛿. Тогда

𝑚
ÿ

𝑘“1

ℎp𝐹 p𝑏𝑘q,𝐹 p𝑎𝑘qq ă

ă
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

c

´

sin
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

´ sin
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯¯2

`

´

cos
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

´ cos
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯¯2

“

“
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

c

2` 2 sin
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

sin
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯

` 2 cos
´

𝑏𝑘 `
𝜋

4

¯

cos
´

𝑎𝑘 `
𝜋

4

¯

“

“
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

a

2` 2 cos p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q “ 2
𝑚
ÿ

𝑘“1

a

1` cos p𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘q “
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“ 2
𝑚
ÿ

𝑘“1

d

2 cos2
ˆ

𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘
2

˙

“ 2
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

| cos

ˆ

𝑏𝑘 ´ 𝑎𝑘
2

˙

| ă
?
2

𝑚
ÿ

𝑘“1

|𝑏𝑘´𝑎𝑘| ă
?
2𝛿 “ 𝜀.

Следовательно, множественнозначное отображение 𝐹 p¨q является абсолют-
но непрерывным множественнозначным отображением на отрезке r0,𝜋2 s в смыс-
ле определения 4.

Введем определение интегрального абсолютно непрерывного множественнознач-
ного отображения.

Определение 5. Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

называется интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре множественнозначное отображение 𝐺 :

r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что 𝐹 p𝑥q ” 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 2. Как известно, аналогичное определение так же используют
для определения абсолютно непрервыных функций на отрезке r𝑎,𝑏s в однознач-
ном случае (смотри, например, [10,15]) и в отличие от множественнозначного
случая, согласно теоремы 1, в однозначном случае это определение эквивалент-
но определению 1.

Тогда из лемм 1-3 следует справедливость следующей теоремы аналогичной
теореме 1:

Теорема 2. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывно на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо по Хукухаре почти всюду на r𝑎,𝑏s,
отображение 𝐷𝐻𝐹 p¨q интегрируемо по Хукухаре на r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P

r𝑎,𝑏s справедливо равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐷𝐻𝐹 p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s справедливо равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Заключение. В заключение сделаем несколько замечаний:

Замечание 3. Из лемм 1-3 следует, что в отличии от теории однозначных
функций, для множественнозначных отображений, удовлетворяющих услови-
ям определения 4, не выполняется теорема 1.

Замечание 4. При рассмотрении дифференциальных уравнений с производ-
ной Хукухары, удовлетворяющих условию Каратеодори, при введение понятия
решения необходимо использовать интегрально абсолютно непрерывные мно-
жественнозначные отображения.
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Замечание 5. В случае, когда вместо производной Хукухары рассматрива-
ется обобщенная производная в смысле [16-18], необходимо использовать следу-
ющее определение интегрально абсолютно непрерывного множественнозначно-
го отображения:

Определение 6. Множественнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q

называется интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре множественнозначное отображение 𝐺 :
r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅𝑛q такое, что существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точ-
ками 𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегменте

r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑥𝑖q “

𝐹 p𝑥q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Тогда будет выполняться следующая теорема аналогичная теореме 2:

Теорема 3. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывно в смысле определе-
ния 6 на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо в смысле обобщенной производной [16-
18] почти всюду на r𝑎,𝑏s, отображение 𝐷𝐹 p¨q интегрируемо по Хуку-
харе на r𝑎,𝑏s и существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точками
𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегменте

r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐷𝐹 p𝑠q𝑑𝑠 или

𝐹 p𝑥𝑖q “ 𝐹 p𝑥q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐷𝐹 p𝑠q𝑑𝑠.

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что существует конечное разбиение отрезка r𝑎,𝑏s точками
𝑎 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă ... ă 𝑥𝑚´1 ă 𝑥𝑚 “ 𝑏 такое, что на каждом сегмен-

те r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑥𝑖q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или

𝐹 p𝑥𝑖q “ 𝐹 p𝑥q `
𝑥́

𝑥𝑖

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 6. В случае, если размерность пространства равняется едини-
це и вместо производной Хукухары рассматривается обобщенная производная
в смысле [19], необходимо использовать следующее определение интегрально аб-
солютно непрерывного сегментнозначного отображения.

Определение 7. Сегментнозначное отображение 𝐹 : r𝑎,𝑏s Ñ 𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅q на-
зывается интегрально абсолютно непрерывным на отрезке r𝑎,𝑏s, если суще-
ствует интегрируемое по Хукухаре сегментнозначное отображение 𝐺 : r𝑎,𝑏s Ñ
𝑐𝑜𝑛𝑣p𝑅q такое, что на отрезке r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенств 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.
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Тогда будет выполняться следующая теорема аналогичная теореме 2:

Теорема 4. Следующие утверждения являются эквивалентными:

1) отображение 𝐹 p¨q интегрально абсолютно непрерывное в смысле опреде-
ления 7 на r𝑎,𝑏s;

2) отображение 𝐹 p¨q дифференцируемо в смысле обобщенной производной [19]
почти всюду на r𝑎,𝑏s, отображение 𝐷𝑔ℎ𝐹 p¨q интегрируемо по Хукухаре на
r𝑎,𝑏s и для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенство 𝐹 p𝑥q “ 𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐷𝑔ℎ𝐹 p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
𝑥́

𝑎

𝐷𝑔ℎ𝐹 p𝑠q𝑑𝑠;

3) существует интегрируемое по Хукухаре на отрезке r𝑎, 𝑏s отображение
𝐺p¨q такое, что для всех 𝑥 P r𝑎,𝑏s выполняется одно из равенство 𝐹 p𝑥q “

𝐹 p𝑎q `
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠 или 𝐹 p𝑎q “ 𝐹 p𝑥q ` p´1q
𝑥́

𝑎

𝐺p𝑠q𝑑𝑠.

Замечание 7. Очевидно, что замечания 3-6 справедливы для нечетких отоб-
ражений и для соответствующих нечетких дифференциальных уравнений [4,
20-24].
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Комлєва Т. О., Плотнiкова Л. I., Плотнiков А. В., Скрипник Н. В.
Деякi зауваження до абсолютної неперервностi множиннозначних вiдобра-
жень

Резюме

В останнiй час багато авторiв розглядали питання iснування, єдиностi та властиво-
стi розв’язкiв множиннозначних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних рiвнянь,
рiвнянь вищих порядкiв, дослiджували iмпульсних та керованих систем в рамках теорiї



26 Комлева Т. А., Плотникова Л. И., Плотников А. В.

множиннозначних рiвнянь. В очевидь, отримання всiх цих результатiв було б не можли-
вим без розвитку теорiї множиннозначного аналiзу. Зокрема при розглядi множиннозна-
чних диференцiальних рiвнянь, коли права частина задовольняє умовам Каратеодорi,
як рiшень розглядаються абсолютно неперервнi множиннозначнi вiдображення. У стат-
тi показується, що абсолютно неперервнi множиннозначнi вiдображення (при наявних
поняттях похiдної та iнтеграла) не задовольняють тим властивостям, яким задоволь-
няють однозначнi абсолютно неперервнi функцiї та пропонується ввести додатково по-
няття iнтегрально абсолютно неперервного множиннозначного вiдображення.
Ключовi слова: множиннозначнiсть, абсолютна неперервнiсть, похiдна Хукухари .

Komleva T. A., Plotnikova L. I., Plotnikov A. V.
Some remarks on the absolute continuity of set-valued mappings

Summary

Recently, many authors have considered the existence, uniqueness and properties of solutions

of set-valued differential and integral-differential equations, higher-order equations and inves-

tigated impulsive and control systems within the framework of the theory of set-valued equa-

tions. Obviously, obtaining all these results would be impossible without the development

of the theory of set-valued analysis. In particular, when considering set-valued differential

equations, when the right-hand side satisfies Caratheodory conditions, absolutely continuous

set-valued mappings are considered as solutions. The article show that absolutely continu-

ous set-valued mappings (under the existing concepts of the derivative and integral) do not

satisfy those properties that are satisfied by single-valued absolutely continuous functions

and therefore it is proposed to introduce additionally the concept of a integrally absolutely

continuous set-valued mapping.

Key words: set-valued, absolutely continuous, Hukuhara derivative.
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Одесский национальный университет имени И.И. Мечникова

АСИМПТОТИКА ОДНОГО КЛАССА РЕШЕНИЙ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 𝑁-ГО
ПОРЯДКА С ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩИМИСЯ
НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В настоящей работе для двучленного неавтономного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения 𝑛-го порядка с правильно меняющимися нелинейностями устанавлива-
ются условия существования решений, для которых существует 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u такое, что
p𝑛´𝑘q-я производная решения стремится к отличной от нуля константе при стремлении
аргумента к `8, а также асимптотические представления их производных до порядка
𝑛´ 1 включительно. При изучении данного вопроса возникают проблемы с установле-
нием асимптотики p𝑛´ 𝑘 ` 1q–й и последующих производных решения. В связи с этим
вводится класс, так называемых, 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, и исследуется
вопрос о наличии и асимптотике 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений в особых случаях, когда 𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

,
𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1. Все остальные неособые случаи были исследованы в предыдущих
работах автора. Полученные результаты существенно дополняют исследования о суще-
ствовании решений такого вида в монографии И. Т. Кигурадзе и Т. А. Чантурия для
уравнений общего вида и дифференциальных уравнений типа Эмдена-Фаулера, в ко-
торых накладывается достаточно жесткое ограничение на p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ю производную
решения.
MSC: 34D05, 34C11.
Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения, высший порядок, правиль-
но меняющиеся нелинейности, класс 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, условия существования, асимп-
тотика решений.

Введение. Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑦p𝑛q “ 𝛼𝑝p𝑡q
𝑛´1
ź

𝑗“0

𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq, p1.1q

в котором 𝑛 ě 3, 𝛼 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,`8rÑs0, ` 8r — непрерывная функция,
𝑎 P R, 𝜙𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0;`8r — непрерывная и правильно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗
функция порядка 𝜎𝑗 , 𝑗 “ 0,𝑛´ 1, Δ𝑌𝑗 — некоторая односторонняя окрестность
точки 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 P t0,˘8u∗.

Среди множества всех монотонных решений уравнения (1.1), заданных в
некоторой окрестности`8, выделим решения, для которых существует 𝑘 P t1, . . . , 𝑛u
такое, что

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝑜p1q p𝑐 ‰ 0q при 𝑡Ñ `8. p1.2𝑘q

∗При 𝑌𝑗 “ ˘8 здесь и далее будем полагать, что все числа из окрестности Δ𝑌𝑗

одного знака.

Получена 04.09.2017 © Корепанова Е. С., 2017
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Некоторые результаты о существовании степенных решений вида p1.2𝑘q были
получены в широко известной монографии И.Т. Кигурадзе и Т.А Чантурия [7]
в следствиях 8.2, 8.6, 8.12 [7, Гл. II, §8, стр. 207, 214, 223] и следствиях 9.3, 9.7
[7, Гл. II, §9, стр. 230, 233] для уравнений общего вида и теореме 16.9 [7, Гл. IV,
§16, стр. 321] для дифференциальных уравнений типа Эмдена-Фаулера. Однако
эти результаты обеспечивают достаточно жесткое ограничение на p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ю
и последующие производные решения.

При 𝑘 “ 1,2 или в случае, когда пределы 𝜙𝑖p𝑦
p𝑖qq p𝑖 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 2q при

𝑦p𝑖q Ñ 𝑌𝑖 равны положительным постоянным, вопрос о наличии решений вида
p1.2𝑘q у уравнения (1.1) и их асимптотике был решен в работах [4] и [8] без до-
полнительных ограничений на эти решения. В противном случае — в работе [10]
было введено следующее определение.

Определение. Решение 𝑦 дифференциального уравнения p1.1q будем при 𝑘 P
t3, . . . , 𝑛u называть 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решением, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено
на промежутке r𝑡0𝑘,`8rĂ r𝑎,`8r и удовлетворяет следующим условиям

lim
𝑡Ñ`8

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐 p𝑐 ‰ 0q, lim
𝑡Ñ`8

r𝑦p𝑛´1qp𝑡qs2

𝑦p𝑛´2qp𝑡q𝑦p𝑛qp𝑡q
“ 𝜆0. p1.3q

Из первого соотношения (1.3) непосредственно следует, что для таких реше-
ний имеют место следующие представления

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “
𝑐𝑡𝑛´𝑙´𝑘`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q!
r1` 𝑜p1qs p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘q при 𝑡Ñ `8 p1.4𝑘q

и 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘.
Из вида уравнения (1.1) становится очевидно, что 𝑦p𝑛qp𝑡q сохраняет знак в

некоторой окрестности `8. Тогда 𝑦p𝑛´𝑙qp𝑡q p𝑙 “ 1,𝑘 ´ 1q являются строго моно-
тонными функциями в окрестности `8 и в силу p1.2𝑘q могут стремиться только
к нулю при 𝑡Ñ `8. Поэтому также необходимо, чтобы

𝑌𝑗´1 “ 0 при 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛. p1.5𝑘q

Всюду далее будем предполагать, что числа 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, определяемые
следующим образом:

𝜇𝑗 “

$

’

’

&

’

’

%

1, если 𝑌𝑗 “ `8,
либо 𝑌𝑗 “ 0 и Δ𝑌𝑗 ´ правая окрестность 0,

´1, если 𝑌𝑗 “ ´8,
либо 𝑌𝑗 “ 0 и Δ𝑌𝑗 ´ левая окрестность 0,

таковы, что

𝜇𝑗𝜇𝑗`1 ą 0 при 𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1, 𝜇𝑗𝜇𝑗`1 ă 0 при 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 2, p1.6𝑘q

𝛼𝜇𝑛´1 ă 0. p1.7𝑘q

Данные условия на 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q и 𝛼 являются необходимыми для сущес-
твования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений, поскольку для каждого из них в
некоторой окрестности `8

sign 𝑦p𝑗qp𝑡q “ 𝜇𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, sign 𝑦p𝑛qp𝑡q “ 𝛼.
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Кроме того, для таких решений из p1.4𝑘q следует, что

𝑌𝑗´1 “

"

`8, если 𝜇𝑛´𝑘 ą 0,
´8, если 𝜇𝑛´𝑘 ă 0,

при 𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘. p1.8𝑘q

Согласно работе [2] по своим асимптотическим свойствам множество всех
𝒫𝑘
`8p𝜆0q–решений уравнения (1.1) распадается на 𝑘 ` 1 непересекающихся под-

множеств, которые соответствуют следующим значениям параметра 𝜆0:

𝜆0 P Rz
!

0, 12 , . . . ,
𝑘´3
𝑘´2 ,1

)

, 𝜆0 “ ˘8, 𝜆0 “ 1,

𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗 , 𝑗 P t𝑛´ 𝑘 ` 2, . . . ,𝑛´ 1u.

Случай 𝜆0 P Rz
!

0, 12 , . . . ,
𝑘´3
𝑘´2 ,1

)

был исследован в работе [10], получены необ-

ходимые и достаточные условия существования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–решений.

Целью настоящей работы является установление необходимых и достаточных
условий существования у уравнения (1.1) 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–решений p𝑘 P t3, . . . , 𝑛uq в
особых случаях, когда 𝜆0 “ 𝑛´𝑗´1

𝑛´𝑗 , 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1, а также асимптотических
при 𝑡 Ñ `8 формул для всех их производных до порядка 𝑛 ´ 1 включительно.
Кроме того, решается вопрос о количестве таких решений.

Отметим, что в силу полученных результатов из работы В.М. Евтухова [2] ис-
следуемые решения уравнения (1.1) обладают следующими априорными асимп-
тотическими свойствами.

Лемма 1.1. Пусть 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u и 𝑦 : r𝑡0𝑘,`8rÑ R — произвольное 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–

решение уравнения p1.1q. Тогда если 𝜆0 “
𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖 для некоторого 𝑖 P t𝑛 ´ 𝑘 `

2, . . . ,𝑛´ 1u, то имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑙´1qp𝑡q „
𝑡𝑖´𝑙

p𝑖´ 𝑙q!
𝑦p𝑖´1qp𝑡q p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑖´ 1q†, p1.9q

𝑦p𝑖qp𝑡q “ 𝑜

ˆ

𝑦p𝑖´1qp𝑡q

𝑡

˙

, p1.10q

𝑦p𝑙qp𝑡q „ p´1q𝑙´𝑖 p𝑙 ´ 𝑖q!

𝑡𝑙´𝑖
𝑦p𝑖qp𝑡q p𝑙 “ 𝑖` 1,𝑛q, p1.11q

причем в случае, когда 𝑖 “ 𝑛 ´ 1, соотношение p1.11q имеет место при допол-
нительном условии существования конечного или равного ˘8 lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

.

В уравнении (1.1) каждая из функций 𝜙𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, будучи правильно
меняющейся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функцией порядка 𝜎𝑗 , представима (см. [9], гл.I, §1,
c.10) в виде

𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq “ |𝑦p𝑗q|𝜎𝑗𝐿𝑗p𝑦

p𝑗qq p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q, p1.12q

где 𝐿𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0, ` 8r p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q — медленно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗
функция. Согласно определению и свойств медленно меняющихся функций

lim
𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝐿𝑗p𝜆𝑦
p𝑗qq

𝐿𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 1 для любого 𝜆 ą 0 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q. p1.13q

†При 𝑖 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2 эти соотношения отсутствуют.
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Приведем две важные теоремы, на которых базируются основные положения
теории правильно и медленно меняющихся функций (см. [9], гл.I, §1, c.10).

Теорема 1.1 (о равномерной сходимости). Если 𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0, ` 8r — мед-
ленно меняющаяся функция при 𝑦 Ñ 𝑌0, то предельное соотношение p1.13q вы-
полняется равномерно по 𝜆 на любом промежутке r𝑐,𝑑s Ăs0,`8r.

Теорема 1.2 (о представлении). Функция 𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r является мед-
ленно меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 тогда и только тогда, когда для некоторого
𝑏 P Δ𝑌0 она представима в виде

𝐿p𝑦q “ 𝑐p𝑦q exp

¨

˝

𝑦ˆ

𝑏

𝜀p𝑡q

𝑡
𝑑𝑡

˛

‚ при 𝑦 P Δ𝑏𝑌0,

где Δ𝑏𝑌0 — односторонняя окрестность точки 𝑌0, содержащая точку 𝑏, 𝑐 —
измеримая на промежутке Δ𝑏𝑌0 функция такая, что 𝑐p𝑦q Ñ 𝑐0 Ps0, ` 8r при
𝑦 Ñ 𝑌0, и 𝜀 — непрерывная на Δ𝑏𝑌0 функция, стремящаяся к нулю при 𝑡Ñ `8.

В силу данной теоремы о представлении существуют непрерывно дифферен-
цируемые медленно меняющиеся функции 𝐿0𝑗 : Δ𝑌𝑗 Ñs0, ` 8r p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q
такие, что

lim
𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝐿𝑗p𝑦
p𝑗qq

𝐿0𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 1, lim

𝑦p𝑗qÑ𝑌𝑗

𝑦p𝑗qPΔ𝑌𝑗

𝑦p𝑗q𝐿10𝑗p𝑦
p𝑗qq

𝐿0𝑗p𝑦p𝑗qq
“ 0. p1.14q

Будем также говорить, что медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция 𝐿 :
Δ𝑌0 Ñs0,`8r удовлетворяет условию 𝑆0, если

𝐿
´

𝜇𝑒r1`𝑜p1qs ln |𝑦|
¯

“ 𝐿p𝑦qr1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p𝑦 P Δ𝑌0q,

где 𝜇 “ sign 𝑦.
Условию 𝑆0 заведомо удовлетворяют функции 𝐿, имеющие конечный предел

при 𝑦 Ñ 𝑌0, а также функции вида

𝐿p𝑦q “ | ln |𝑦||𝛾1 , 𝐿p𝑦q “ | ln |𝑦||𝛾1 | ln | ln |𝑦|||𝛾2 ,

где 𝛾1,𝛾2 ‰ 0, и многие другие.

Замечание 1.1. Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция 𝐿 : Δ𝑌0 Ñ
s0, ` 8r удовлетворяет условию 𝑆0, то для любой медленно меняющейся при
𝑦 Ñ 𝑌0 функции 𝑙 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r

𝐿p𝑦𝑙p𝑦qq “ 𝐿p𝑦qr1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p𝑦 P Δ𝑌0q.

Справедливость данного утверждения непосредственно следует из сформу-
лированных выше теоремы 1.1 о равномерной сходимости и теоремы 1.2 о пред-
ставлении медленно меняющихся функций.

Замечание 1.2 (см. [6]). Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция
𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0, `8r удовлетворяет условию 𝑆0, а функция 𝑦 : r𝑡0, `8rÝÑ Δ𝑌0 —
непрерывно дифференцируемая и такая, что

lim
𝑡Ñ`8

𝑦p𝑡q “ 𝑌0,
𝑦1p𝑡q

𝑦p𝑡q
“
𝜉1p𝑡q

𝜉p𝑡q
r𝑟 ` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8,
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где 𝑟 — отличная от нуля вещественная постоянная, 𝜉 — непрерывно диффе-
ренцируемая в некоторой окрестности `8 вещественная функция, для которой
𝜉1p𝑡q ‰ 0, то

𝐿p𝑦p𝑡qq “ 𝐿 p𝜇|𝜉p𝑡q|𝑟q r1` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8,

где 𝜇 “ sign 𝑦p𝑡q в некоторой окрестности `8.
Замечание 1.3 (см. [3]). Если медленно меняющаяся при 𝑦 Ñ 𝑌0 функция

𝐿 : Δ𝑌0 Ñs0,`8r удовлетворяет условию 𝑆0, а функция 𝑟 : Δ𝑌0ˆ𝐾 Ñ R, где 𝐾
— компакт в R𝑛, такая, что

lim
𝑦ÑΔ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑟p𝑧,𝑣q “ 0 равномерно по 𝑣 P 𝐾,

то

lim
𝑦ÑΔ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝐿p𝑣𝑒r1`𝑟p𝑧,𝑣qs ln |𝑧|q

𝐿p𝑧q
“ 1 равномерно по 𝑣 P 𝐾, где 𝑣 “ sign 𝑧.

Основные результаты.
Прежде всего покажем, что для уравнения (1.1) справедливо следующее утвер-

ждение.
Теорема 2.1. Если 𝑘 P t4, . . . ,𝑛u, то уравнение p1.1q не имеет 𝒫𝑘

`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–
решений при 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u.

Доказательство теоремы 2.1. Действительно, пусть 𝑦 : r𝑡0𝑘, ` 8rÑ Δ𝑌0

— произвольное 𝒫𝑘
`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решение уравнения (1.1) для некоторого 𝑖 P t𝑛 ´
𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u. Тогда из соотношения (1.10) непосредственно следует, что

𝑦p𝑖´1qp𝑡q „ 𝑡𝑜p1q при 𝑡Ñ `8, 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 3, . . . ,𝑛´ 1u,

а это вместе с соотношениями (1.9) противоречит условию p1.5𝑘q.

Далее рассмотрим случай, когда 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u и 𝜆0 “ 𝑘´3
𝑘´2 . В этом случае для

𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений справедливы утверждения леммы 1.1 при 𝑖 “ 𝑛 ´ 𝑘 ` 2 и
поэтому имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q “ 𝑜
´

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q

𝑡

¯

, p2.1q

𝑦p𝑙qp𝑡q „ p´1q𝑙´𝑛`𝑘´2 p𝑙 ´ 𝑛` 𝑘 ´ 2q!

𝑡𝑙´𝑛`𝑘´2
𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q, p2.2q

причем при 𝑘 “ 3 соотношение (2.2) имеет место при дополнительном условии
существования lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

.

Из p2.2q непосредственно следует, что при 𝑡 Ps𝑎,`8r справедливы неравенства

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2𝜇𝑗𝜇𝑛´𝑘`2 ą 0 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛´ 1q, p´1q𝑘´2𝛼𝜇𝑛´𝑘`2 ą 0 p2.3𝑘q

и имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8 соотношения

𝑦p𝑗`1qp𝑡q

𝑦p𝑗qp𝑡q
“
𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q. p2.4q
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Кроме фактов, указанных в введении, о правильно и медленно меняющихся
при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q функциях, для изучения случая 𝜆0 “

𝑘´3
𝑘´2 будут

использоваться при 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u следующие вспомогательные обозначения:

𝛾𝑘 “ 1´
𝑛´1
ř

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝜎𝑗 , 𝜈𝑘 “
𝑛´1
ř

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝜎𝑗p𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘 ` 2q ` 𝑘 ´ 3,

𝑀𝑘p𝑐q “
𝑛´𝑘
ś

𝑗“1

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

, 𝐶𝑘 “

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`3

pp𝑗´𝑛`𝑘´2q!q𝜎𝑗

p𝑘´2q! ,

𝐼𝑘p𝑡q “ 𝜙𝑛´𝑘p𝑐q𝑀𝑘p𝑐q
𝑡́

𝐴0𝑘

𝑝p𝜏q𝜏𝜈𝑘

𝑛´𝑘´1
ś

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝜏
𝑛´𝑘´𝑗

˘

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`2

𝐿𝑗

`

𝜇𝑗𝜏
𝑛´𝑘´𝑗`1

˘

𝑑𝜏,

𝐼1𝑘p𝑡q“
𝑡́

𝐴1𝑘

|𝐼𝑘p𝜏q|
1
𝛾𝑘 𝑑𝜏,

где 𝐴0𝑘 p𝐴1𝑘q выбирается равным числу 𝑎0𝑘 ě 𝑎 (𝑎1𝑘 ě 𝑎0𝑘) (справа от которого
подынтегральная функция непрерывна), если при этом значении предела инте-
грирования соответствующий интеграл стремится к `8 при 𝑡 Ñ `8, и равным
`8, если при таком значении предела интегрирования он стремится к нулю при
𝑡Ñ `8.

Теорема 2.2. Пусть 𝑘 P t4, . . . , 𝑛u, 𝛾𝑘 R t0,𝜎𝑛´𝑘`1u и медленно меняющиеся
при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q удовлетворяют условию 𝑆0.
Для существования у уравнения p1.1q 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений необходимо, чтобы
𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, наряду с p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q выполнялись условия

lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼 1𝑘p𝑡q

𝐼𝑘p𝑡q
“ ´𝛾𝑘, lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼 11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
“ 0, lim

𝑡Ñ`8
|𝐼1𝑘p𝑡q|

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 “ 0 p2.5𝑘q

и были справедливы при 𝑡 Ps𝑎,`8r неравенства p2.3𝑘q и

𝛾𝑘𝐼𝑘p𝑡q ă 0,
𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝑡q ă 0. p2.6𝑘q

Более того, для каждого такого решения, помимо p1.2𝑘q и p1.4𝑘q, имеют место
при 𝑡Ñ `8 асимптотические представления

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ |𝛾𝑘𝐶𝑘|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝑡q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘

r1` 𝑜p1qs, p2.7𝑘q

𝑦p𝑗qp𝑡q “ p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2 p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qr1` 𝑜p1qs

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q.
p2.8𝑘q

Здесь в теореме 2.2 асимптотическое при 𝑡Ñ `8 представление p2.7𝑘q записа-
но в неявном виде. Следующая теорема указывает дополнительные ограничения,
при которых асимптотические при 𝑡 Ñ `8 представления 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений
уравнения (1.1) и их производные до порядка 𝑛 ´ 1 включительно могут быть
записаны в явном виде.
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Теорема 2.3. Пусть соблюдаются условия теоремы 2.2 и медленно меняю-
щаяся при 𝑦p𝑛´𝑘`1q Ñ 𝑌𝑛´𝑘`1 функция 𝐿𝑛´𝑘`1 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда
в случае наличия у уравнения p1.1q 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений выполняется условие

`8´
𝑎˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

|𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 𝑑𝜏ă`8, p2.9𝑘q

где 𝑎˚𝑘 ě 𝑎1𝑘 такое, что 𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝑡q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 P Δ𝑌𝑛´𝑘`1 при 𝑡 ě 𝑎˚𝑘, и
для каждого из таких решений имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8

представления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q и

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs, p2.10𝑘q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q “ 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs, p2.11𝑘q

где

𝑊𝑘p𝑡q “
𝑡́

`8

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1 𝑑𝜏.

В следующей теореме приводятся достаточные условия наличия у уравнения
(1.1) 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений с указанными в теореме 2.3 асимптотическими пред-
ставлениями.

Теорема 2.4. Пусть 𝑘 P t4, . . . , 𝑛u, 𝛾𝑘 R t0,𝜎𝑛´𝑘`1u, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, выполняются
условия p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q, p2.3𝑘q, p2.5𝑘q, p2.6𝑘q, p2.9𝑘q и медленно меняющиеся при
𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 1q удовлетворяют условию 𝑆0. Пусть,
кроме того, выполняется неравенство 𝜎𝑛´1 ‰ 1 и алгебраическое относительно
𝜌 уравнение

𝑛´3
ř

𝑗“𝑛´𝑘`1

p2´ 𝑘q𝜎𝑗
𝑗
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑗`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q “

“ p𝜌` p2´ 𝑘qp𝜎𝑛´1 ´ 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq

p2.12q

не имеет корней с нулевой действительной частью. Тогда у уравнения p1.1q
существует p𝑛 ´ 𝑘 ` 𝑚 ` 1q–параметрическое семейство 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений
с асимптотическими при 𝑡 Ñ `8 представлениями p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и
p2.11𝑘q, где 𝑚 — число корней (с учетом кратных) алгебраического уравнения
p2.12q с отрицательными действительными частями.

Доказательство теорем 2.2–2.3. Пусть 𝑦 : r𝑡0𝑘,`8rÑ Δ𝑌0 – произвольное
𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решение уравнения (1.1). Тогда, как было установлено перед форму-
лировками теорем, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´𝑘, справедливо p1.5𝑘q ´ p1.8𝑘q, при 𝑡 P r𝑡0𝑘, ` 8r
выполняются неравенства p2.3𝑘q и имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8

представления p1.2𝑘q и p1.4𝑘q. Из p1.4𝑘q также следует, что

𝑦p𝑗`1qp𝑡q

𝑦p𝑗qp𝑡q
“
𝑛´ 𝑗 ´ 𝑘

𝑡
r1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1q при 𝑡Ñ `8.
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Учитывая представления (1.12) правильно меняющихся при 𝑡 Ñ `8 функ-
ций 𝜙𝑗p𝑦

p𝑗qq при 𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1 и справедливость выполнения соотношений (1.13)
равномерно по 𝜆 на любом отрезке r𝑑1,𝑑2s Ăs0,`8r, имеем

𝜙𝑗´1

´

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
¯

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

ˆ

ˆ𝐿𝑗´1

´

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑜p1qs
¯

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

𝑡p𝑛´𝑗´𝑘`1q𝜎𝑗´1ˆ

ˆ𝐿𝑗´1

`

𝜇𝑗´1𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1

˘

r1` 𝑜p1qs “
ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑗´𝑘`1q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗´1

ˆ

ˆ𝜙𝑗´1p𝜇𝑗´1𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1qr1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘q при 𝑡Ñ `8.

Тогда подставив решение вместе с производными до порядка 𝑛´𝑘 включительно
в (1.1), при 𝑡Ñ `8 получим

𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`1

𝜙𝑗p𝑦p𝑗qp𝑡qq

“ 𝛼𝑀𝑘p𝑐q𝑝p𝑡q𝜙𝑛´𝑘p𝑐q
𝑛´𝑘´1
ź

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗

˘

r1` 𝑜p1qs. p2.13q

Из соотношений p2.4q и замечания 1.2 следует, что для медленно меняющихся
при 𝑡 Ñ `8 функций 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q, удовлетворяющих условию 𝑆0,
имеют место представления

𝐿𝑗p𝑦
p𝑗qp𝑡qq “ 𝐿𝑗p𝜇𝑗𝑡

𝑛´𝑘´𝑗`1qr1` 𝑜p1qs p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q при 𝑡Ñ `8.

Учитывая (1.12) и эти представления, перепишем (2.13) в виде

𝑦p𝑛qp𝑡q

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

𝑛´1
ś

𝑗“𝑛´𝑘`2
|𝑦p𝑗qp𝑡q|

𝜎𝑗𝐿𝑗p𝜇𝑗𝑡𝑛´𝑘´𝑗`1q

“

“ 𝛼𝑀𝑘p𝑐q𝑝p𝑡q𝜙𝑛´𝑘p𝑐q
𝑛´𝑘´1
ś

𝑗“0

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗

˘

r1` 𝑜p1qs.

Отсюда, учитывая то, что согласно (2.4), при 𝑡Ñ `8

𝑦p𝑛qp𝑡q “
𝑦p𝑛qp𝑡q

𝑦p𝑛´1qp𝑡q
ˆ . . .ˆ

𝑦p𝑛´𝑘`4qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q „

p´1q𝑘´3p𝑘 ´ 2q!

𝑡𝑘´3
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q,

получим с учетом (1.12), (2.2) и введённых обозначений, следующее соотношение
при 𝑡Ñ `8

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘´1

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ p´1q𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼

1
𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs. p2.14q

Согласно (1.12) и тереме 1.2 о представлении существует непрерывно диффе-
ренцируемая медленно меняющаяся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функция 𝐿0𝑛´𝑘`1 : Δ𝑌𝑛´𝑘`1 Ñ

s0;`8r, удовлетворяющая условиям (1.14). В силу этих условий, (2.1) и (2.4) име-
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ем
ˆ

|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

˙1

“
𝜇𝑛´𝑘`2𝑦

p𝑛´𝑘`3q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q|
𝛾𝑘´1

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

ˆ

ˆ

„

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
´

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`2q

p𝑡q
𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q𝐿10𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1q
p𝑡qq

𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq



“

“
𝑦p𝑛´𝑘`3q

p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘´1

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

r𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘 ` 𝑜p1qs.

p2.15q
Отсюда следует, что (2.14) может быть переписано в виде
˜

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“ 𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q
𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼

1
𝑘p𝑡q r1`𝑜p1qs.

Интегрируя данное соотношение на промежутке от 𝑡0𝑘 до 𝑡, получим при 𝑡Ñ `8

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝜎𝑛´𝑘`1 𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq
“ 𝐶`𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q

𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q r1`𝑜p1qs,

где 𝐶 — некоторая вещественная постоянная.
Используя (2.15) несложно показать, что константа 𝐶 “ 0 и тогда при 𝑡Ñ `8

|𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|

𝛾𝑘

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“ 𝜇𝑛´𝑘`2𝛾𝑘p´1q
𝑘´3𝛼𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡qr1` 𝑜p1qs. p2.16q

Отсюда непосредственно следует, что ввиду последнего неравенства p2.3𝑘q вы-
полняется первое неравенство из p2.6𝑘q. Кроме того, ввиду первого соотношения
(1.14) и (2.14), имеем

𝑦p𝑛´𝑘`3qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q
„

𝐼 1𝑘p𝑡q

𝛾𝑘𝐼𝑘p𝑡q
при 𝑡Ñ `8 p2.17q

и, учитывая (2.4), получаем справедливость первого предельного соотношения
из p2.5𝑘q. Из (2.16) также следует, что

𝑦p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q

|𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q|
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘 𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“ 𝜇𝑛´𝑘`2 |𝛾𝑘𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q|
1
𝛾𝑘 r1` 𝑜p1qs. p2.18q

Так как
˜

|𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q|

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“
𝜇𝑛´𝑘`1𝑦

p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`1q

p𝑡q|
´

𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

ˆ

ˆ

„

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
´ 1

𝛾𝑘

𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q𝐿10𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1q
p𝑡qq

𝐿0𝑛´𝑘`1p𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq



“

“
𝜇𝑛´𝑘`1𝑦

p𝑛´𝑘`2q
p𝑡q|𝑦p𝑛´𝑘`1q

p𝑡q|
´

𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

”

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
` 𝑜p1q

ı

при 𝑡Ñ `8,

то из (2.18) с учетом p1.6𝑘q получаем, что при 𝑡Ñ `8

˜

|𝑦p𝑛´𝑘`1q
p𝑡q|

1´
𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘

𝐿

1
𝛾𝑘
0𝑛´𝑘`1p𝑦

p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

¸1

“
𝜎𝑛´𝑘`1´𝛾𝑘

𝛾𝑘
|𝛾𝑘𝐶𝑘𝐼𝑘p𝑡q|

1
𝛾𝑘 r1` 𝑜p1qs.
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Интегрируя данное соотношение на промежутке от 𝑡0𝑘 до 𝑡, получим

ˇ

ˇ𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
𝛾𝑘

𝐿
1
𝛾𝑘

0𝑛´𝑘`1p𝑦
p𝑛´𝑘`1qp𝑡qq

“
𝜎𝑛´𝑘`1 ´ 𝛾𝑘

𝛾𝑘
|𝛾𝑘𝐶𝑘|

1
𝛾𝑘 𝐼1𝑘p𝑡q r1` 𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8.

Отсюда непосредственно следует, что выполняется второе неравенство p2.6𝑘q и
имеет место асимптотическое при 𝑡Ñ `8 соотношение p2.7𝑘q. Отсюда же, ввиду
первого соотношения (1.14) и (2.18), имеем

𝑦p𝑛´𝑘`2qp𝑡q

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
„

𝛾𝑘𝐼
1
1𝑘p𝑡q

p𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1q 𝐼1𝑘p𝑡q
при 𝑡Ñ `8 p2.19q

и, учитывая (2.1), получаем справедливость второго и третьего предельного со-
отношения из p2.5𝑘q, а также асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соотношения p2.8𝑘q.
Таким образом, доказаны утверждения теоремы 2.2.

Допустим теперь дополнительно, что медленно меняющаяся при 𝑡 Ñ `8

функция 𝐿𝑛´𝑘`1 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда согласно (2.19) и замечанию
1.2

𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q
¯

“ 𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝑡q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯

r1`𝑜p1qs при 𝑡Ñ `8.

Поэтому из p2.7𝑘q следует, что имеют место асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соот-
ношения p2.11𝑘q.

Проинтегрировав p2.11𝑘q на r𝑡˚𝑘,𝑡s, где 𝑡˚𝑘 “ maxt𝑎˚𝑘,𝑡0𝑘u, имеем

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q“𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡˚𝑘q`𝜇𝑛´𝑘`1

𝑡́

𝑡˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯̌

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

r1` 𝑜p1qs𝑑𝜏 при 𝑡Ñ `8.

В силу первого из условий (1.3)

lim
𝑡Ñ`8

𝑡́

𝑡˚𝑘

ˇ

ˇ

ˇ
𝛾𝑘𝐶𝑘𝐿𝑛´𝑘`1

´

𝜇𝑛´𝑘`1 |𝐼1𝑘p𝜏q|
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˆ

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝛾𝑘
𝐼1𝑘p𝜏q

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

r1` 𝑜p1qs𝑑𝜏 “ const

и тогда по признаку сравнения верно p2.9𝑘q. Используя предложение 6 из мо-
нографии [1] (гл.V, §3, с.293) об асимптотическом вычислении интегралов, для
p𝑛´ 𝑘q–й производной решения получим представление p2.10𝑘q.

Таким образом, асимптотические при 𝑡 Ñ `8 соотношения p1.2𝑘q и p2.7𝑘q
приняли вид p2.10𝑘q и p2.11𝑘q. Теоремы 2.2–2.3 доказаны.

Доказательство теоремы 2.4. Покажем, что для данного 𝑐 из условия тео-
ремы у уравнения (1.1) существует хотя бы одно 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решение, заданное
на некотором промежутке r𝑡0𝑘,`8rĂ r𝑎,`8r, допускающее при 𝑡Ñ `8 асимпто-
тические представления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и p2.11𝑘q, а также выясним вопрос
о количестве таких решений.
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Применяя к уравнению (1.1) преобразование

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “ 𝑐𝑡𝑛´𝑙´𝑘`1

p𝑛´𝑙´𝑘`1q! r1` 𝑣𝑙p𝑡qs p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘q,

𝑦p𝑛´𝑘qp𝑡q “ 𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qs,

𝑦p𝑛´𝑘`1qp𝑡q “ 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qs,

𝑦p𝑙´1qp𝑡q “ p´1q𝑙´𝑛`𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑙´𝑛`𝑘´3q!
𝑡𝑙´𝑛`𝑘´3

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡qr1` 𝑣𝑙p𝑡qs

p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q,

p2.20q

получим систему дифференциальных уравнений

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`1

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,
𝑣1𝑛´𝑘 “

1
𝑡

`𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐 𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1s ´ 𝑣𝑛´𝑘

˘

,

𝑣1𝑛´𝑘`1 “
𝑊 1

𝑘p𝑡q
𝑊𝑘p𝑡q

r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑣1𝑛´𝑘`2 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

r1` 𝑣𝑛´𝑘`3s ´
𝑊2𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
r1` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑣1𝑙 “ ´
𝑛´𝑙´𝑘`3

𝑡 r1` 𝑣𝑙s ´ ℎp𝑡q r1` 𝑣𝑙s `
𝑛´𝑙´𝑘`2

𝑡 r1` 𝑣𝑙`1s ´
𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
r1` 𝑣𝑙s

p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3, 𝑛´ 1q,

𝑣1𝑛 “
1
𝑡

”

𝑘 ´ 3´ 𝑡ℎp𝑡q ´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

ı

r1` 𝑣𝑛s`

`
𝛼𝑝p𝑡q𝜙0

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘

p𝑛´𝑘q! r1`𝑣1s
¯

...𝜙𝑛´1

ˆ

p´1q𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑘´3q!

𝑡𝑘´3
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡qr1`𝑣𝑛s

˙

𝜇𝑛´𝑘`1p´1q𝑘´3 p𝑘´3q!

𝑡𝑘´3
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼1
1𝑘
p𝑡q𝑊 1

𝑘
p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q

,

p2.21q

где ℎp𝑡q “ 𝐼21𝑘p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q´𝐼121𝑘p𝑡q
𝐼11𝑘p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

, 𝑡ℎp𝑡q Ñ ´1 при 𝑡Ñ `8.

Рассмотрим её на множестве Ω𝑛 “ r𝑡0𝑘,`8rˆR𝑛
1
2

, где R𝑛
1
2

“ tp𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛 :

|𝑣𝑗 | ď
1
2 , 𝑗 “ 1,𝑛u и 𝑡0𝑘 ě 𝑎˚𝑘 выбрано с учетом p2.9𝑘q таким образом, чтобы при

𝑡 ą 𝑡0𝑘 и p𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛
1
2

выполнялись условия:

𝑐𝑡𝑛´𝑗´𝑘`1

p𝑛´𝑗´𝑘`1q! r1` 𝑣𝑗p𝑡qs P Δ𝑌𝑗´1 p𝑗 “ 1, 𝑛´ 𝑘q,

𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qs P Δ𝑌𝑛´𝑘,
𝜇𝑛´𝑘`1𝑊

1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qs P Δ𝑌𝑛´𝑘`1,

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´3𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑗´𝑛`𝑘´3q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´3

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑗p𝑡qs P Δ𝑌𝑗´1

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3,𝑛q.

Поскольку функции 𝜙𝑗p𝑦
p𝑗qq p𝑗 P t0, . . . ,𝑛 ´ 1uzt𝑛 ´ 𝑘uq представимы в виде

(1.12) и соотношения (1.13) выполняются равномерно по 𝜆 на любом отрезке
r𝑑1,𝑑2s Ăs0,`8r, а также в силу непрерывности функции 𝜙𝑛´𝑘p𝑦

p𝑛´𝑘qq, p2.9𝑘q и
того, что медленно меняющиеся при 𝑡 Ñ `8 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛´ 1q
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удовлетворяют условию 𝑆0, имеем

𝜙𝑗

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘´𝑗

p𝑛´𝑘´𝑗q! r1` 𝑣𝑗`1s

¯

“ 𝜙𝑗

´

𝑐𝑡𝑛´𝑘´𝑗

p𝑛´𝑘´𝑗q!

¯

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq “

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝑐
p𝑛´𝑘´𝑗q!

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗p𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑘´𝑗qp1` 𝑣𝑗`1q

𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq p𝑗 “ 0,𝑛´ 𝑘 ´ 1q,

𝜙𝑛´𝑘`1 p𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`2p𝑡qsq “

“ 𝜙𝑛´𝑘`1 p𝜇𝑛´𝑘`1𝑊
1
𝑘p𝑡qq p1` 𝑣𝑛´𝑘`2q

𝜎𝑛´𝑘`1p1`𝑅𝑛´𝑘`1p𝑡,𝑣𝑛´𝑘`2qq,

𝜙𝑗

´

p´1q𝑗´𝑛`𝑘´2𝜇𝑛´𝑘`1
p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑗`1p𝑡qs

¯

“

“

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘p𝑗´𝑛`𝑘´2q!
𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗

´

𝜇𝑗
𝐼11𝑘p𝑡q

𝑡𝑗´𝑛`𝑘´2𝐼1𝑘p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q
¯

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq “

“ p𝑘 ´ 2q!𝐶𝑘

ˇ

ˇ

ˇ

𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜎𝑗

𝜙𝑗

`

𝜇𝑗𝑡
𝑛´𝑗´𝑘`1

˘

p1` 𝑣𝑗`1q
𝜎𝑗 p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq

p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q,
𝜙𝑛´𝑘 p𝑐` 𝜇𝑛´𝑘`1𝑊𝑘p𝑡q r1` 𝑣𝑛´𝑘`1p𝑡qsq “ 𝜙𝑛´𝑘p𝑐qp1`𝑅𝑛´𝑘p𝑡,𝑣𝑛´𝑘`1qq,

где функции 𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1q p𝑗 “ 0,𝑛´ 1q стремятся к нулю при 𝑡 Ñ `8 равномерно
по 𝑣𝑗`1 P

“

´ 1
2 ,

1
2

‰

.
В силу вида функции 𝑊𝑘p𝑡q, p2.1q ´ p2.2q, p2.9𝑘q и (1.14)

lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝑊2
𝑘 p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q

“ 0, lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝑊 1
𝑘p𝑡q

𝑊𝑘p𝑡q
“ 1,

lim
𝑡Ñ`8

𝑊2
𝑘 p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

𝑊 1
𝑘p𝑡q𝐼

1
1𝑘p𝑡q

“
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1
, lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼21𝑘p𝑡q
𝐼11𝑘p𝑡q

“ ´1.

Тогда, с использованием указанных выше представлений, система уравнений
(2.21) может быть переписана в виде
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`1

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,
𝑣1𝑛´𝑘 “

1
𝑡

“

´𝑣𝑛´𝑘 `
𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐 𝑊𝑘p𝑡q p1` 𝑣𝑛´𝑘`1q
‰

,
𝑣1𝑛´𝑘`1 “

1
𝑡 r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2 ` 𝑉𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs,

𝑣1𝑛´𝑘`2 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼11𝑘p𝑡q
𝐼1𝑘p𝑡q

r´𝑣𝑛´𝑘`2 ` 𝑣𝑛´𝑘`3 ` 𝑉𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs,

𝑣1𝑙 “
𝑛´𝑙´𝑘`2

𝑡 r´𝑣𝑙 ` 𝑣𝑙`1 ` 𝑉𝑙,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛qs p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 3, 𝑛´ 1q,

𝑣1𝑛 “
2´𝑘
𝑡

»

–

𝑛´1
ř

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

𝜎𝑗´1𝑣𝑗 ` p𝜎𝑛´1 ´ 1q𝑣𝑛 `
2
ř

𝑖“1

𝑉𝑛,𝑖p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q

fi

fl,

p2.22q

где

𝑉𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡𝑊 1
𝑘p𝑡q

𝑊𝑘p𝑡q
´ 1

¯

r´𝑣𝑛´𝑘`1 ` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑉𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

p𝛾𝑘´𝜎𝑛´𝑘`1q𝑊
2
𝑘 p𝑡q𝐼1𝑘p𝑡q

𝛾𝑘𝑊 1
𝑘p𝑡q𝐼

1
1𝑘p𝑡q

´ 1
¯

r1` 𝑣𝑛´𝑘`2s,

𝑉𝑙,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡ℎp𝑡q ` 1´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

¯

r1` 𝑣𝑙s p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2, 𝑛´ 1q,

𝑉𝑛,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
´

𝑡ℎp𝑡q ` 1´
𝑡𝑊2

𝑘 p𝑡q
𝑊 1

𝑘p𝑡q

¯

r1` 𝑣𝑛s`

`

˜

𝑛´1
ś

𝑗“0

p1`𝑅𝑗p𝑡,𝑣𝑗`1qq ´ 1

¸

𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

p1` 𝑣𝑗q
𝜎𝑗´1 ,

𝑉𝑛,2p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “
𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

p1` 𝑣𝑗q
𝜎𝑗´1 ´

𝑛
ś

𝑗“1
𝑗‰𝑛´𝑘`1

𝑣𝑗𝜎𝑗´1 ´ 1.
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При этом заметим, что

lim
𝑡Ñ`8

𝑉𝑗,1p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q “ 0 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛q

равномерно по p𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q P R𝑛
1
2

,

lim
|𝑣1|`...`|𝑣𝑛|Ñ0

𝑉𝑛,2p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛q

|𝑣1| ` . . .` |𝑣𝑛|
“ 0

равномерно по 𝑡 P r𝑡0𝑘,`8r.
Сделав в (2.22) замену переменных следующим образом

$

&

%

𝑣𝑗 “ 𝑧𝑗 p𝑗 “ 1,𝑛´ 𝑘 ` 1q,
𝑣𝑛´𝑘`2 “ 𝑧𝑛,
𝑣𝑗`1 “ 𝑧𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q,

p2.23q

получим систему дифференциальных уравнений
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑧1𝑙 “
𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r´𝑧𝑙 ` 𝑧𝑙`1s p𝑙 “ 1, 𝑛´ 𝑘 ´ 1q,

𝑧1𝑛´𝑘 “
1

𝑡

”

´𝑧𝑛´𝑘 `
𝜇𝑛´𝑘`1

𝑐
𝑊𝑘p𝑡q p1` 𝑧𝑛´𝑘`1q

ı

,

𝑧1𝑛´𝑘`1 “
1

𝑡
r´𝑧𝑛´𝑘`1 ` 𝑧𝑛´𝑘`2 ` 𝑍𝑛´𝑘`1,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs,

𝑧1𝑙 “
𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1

𝑡
r´𝑧𝑙 ` 𝑧𝑙`1 ` 𝑍𝑙,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs p𝑙 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2, 𝑛´ 2q,

𝑧1𝑛´1 “
2´ 𝑘

𝑡

»

—

–

𝑛
ÿ

𝑗“1
𝑗‰t𝑛´𝑘`1,𝑛´1u

𝜎𝑗´1𝑧𝑗 ` p𝜎𝑛´1 ´ 1q𝑧𝑛´1 `

2
ÿ

𝑖“1

𝑍𝑛,𝑖p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q

fi

ffi

fl

,

𝑧1𝑛 “
𝛾𝑘

𝛾𝑘 ´ 𝜎𝑛´𝑘`1

𝐼 11𝑘p𝑡q

𝐼1𝑘p𝑡q
r´𝑧𝑛 ` 𝑧𝑛´𝑘`2 ` 𝑍𝑛´𝑘`2,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛qs,

p2.24q

в которой 𝑍𝑗,𝑚p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q“𝑉𝑗,𝑚p𝑡,𝑣1, . . . ,𝑣𝑛´𝑘`1,𝑣𝑛´𝑘`3, . . . ,𝑣𝑛,𝑣𝑛´𝑘`2q p𝑚“1,2, 𝑗 “
𝑛´ 𝑘 ` 1,𝑛q и такие, что предел lim

𝑡Ñ`8
𝑍𝑗,1p𝑡,𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q “ 0 существует равномерно

по p𝑧1, . . . ,𝑧𝑛q P R𝑛
1
2

и предел lim
|𝑧1|`...`|𝑧𝑛|Ñ0

B𝑍𝑛,2p𝑡,𝑧1,...,𝑧𝑛q
B𝑧𝑘

“0 p𝑘 “ 1,𝑛q существует

равномерно по 𝑡P r𝑡0𝑘,`8r.
Характеристическое уравнение матрицы коэффициентов при 𝑧1, . . . ,𝑧𝑛´1 (при

этом коэффициент при 𝑧𝑛 отличен от 0) системы (2.24)

𝑛´𝑘
ś

𝑙“1

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qqp𝜌` 1q

«

𝑛´3
ř

𝑗“𝑛´𝑘`1

p2´ 𝑘q𝜎𝑗
𝑗
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qqˆ

ˆ
𝑛´2
ś

𝑙“𝑗`1

p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q ´ p𝜌` p2´ 𝑘qp𝜎𝑛´1 ´ 1qq
𝑛´2
ś

𝑙“𝑛´𝑘`2

p𝜌` p𝑛´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1qq

ff

“0

имеет 𝑛´𝑘`1 отрицательных корней 𝜌𝑙 “ ´p𝑛´ 𝑙´𝑘`1q p𝑙 “ 1,𝑛´ 𝑘q, 𝜌𝑛´𝑘`1 “

´1 и 𝑘 ´ 2 корней алгебраического уравнения (2.12), среди которых (согласно
условию теоремы) нет корней с нулевой действительной частью.
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Тогда для системы (2.24) выполнены все условия теоремы 2.6 из работы
[5] и, следовательно, у неё существует по крайней мере одно решение p𝑧𝑗q𝑛𝑗“1 :
r𝑡1𝑘, ` 8rÝÑ R𝑛

1
2

p𝑡1𝑘 P r𝑡0𝑘, ` 8rq, стремящееся к нулю при 𝑡 Ñ `8. Каж-

дому такому решению в силу замен (2.20) и (2.23) соответствует 𝒫𝑘
`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–
решение уравнения (1.1), допускающее при 𝑡 Ñ `8 асимптотические представ-
ления p1.4𝑘q, p2.8𝑘q, p2.10𝑘q и p2.11𝑘q.

Так как 𝜌𝑙 “ ´p𝑛 ´ 𝑙 ´ 𝑘 ` 1q p𝑙 “ 1,𝑛´ 𝑘q, 𝜌𝑛´𝑘`1 “ ´1 являются от-
рицательными, то, согласно этой теореме, таких решений заведомо существует
p𝑛´ 𝑘 ` 1q–параметрическое семейство. Более того, существует p𝑛´ 𝑘 `𝑚` 1q–
параметрическое семейство решений с такими представлениями, где 𝑚 — число
корней (с учетом кратных) с отрицательными действительными частями алгеб-
раического уравнения (2.12). Теорема доказана.

Из теорем 2.2´2.4 выпадает случай 𝑘 “ 3, который в силу леммы 1.1 требует
дополнительного ограничения — существования lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝑦p𝑛qp𝑡q
𝑦p𝑛´1qp𝑡q

. Из доказатель-

ства теоремы 2.2 становится ясно, что соотношение (2.17) остается справедли-
вым и при 𝑘 “ 3. Поэтому это ограничение можно заменить на существование
lim

𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

. Далее продолжая рассуждения доказательств теорем 2.2 и 2.3 полу-

чим их аналоги в случае 𝑘 “ 3. То есть для уравнения (1.1) также справедливы
следующие утверждения.

Теорема 2.5. Пусть 𝛾3 R t0,𝜎𝑛´2u, существует lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

и медленно ме-

няющаяся при 𝑦p𝑛´1q Ñ 𝑌𝑛´1 функция 𝐿𝑛´1 удовлетворяет условию 𝑆0. Для су-
ществования у уравнения p1.1q 𝒫3

`8p0q–решений необходимо, чтобы 𝑐 P Δ𝑌𝑛´3,
наряду с p1.53q ´ p1.83q выполнялись условия p2.53q и были справедливы при 𝑡 P
s𝑎, `8r неравенства p2.33q и p2.63q. Более того, для каждого такого решения,
помимо p1.23q и p1.43q, имеют место при 𝑡Ñ `8 асимптотические представ-
ления p2.73q и p2.83q.

Теорема 2.6. Пусть соблюдаются условия теоремы 2.5 и медленно меня-
ющаяся при 𝑦p𝑛´2q Ñ 𝑌𝑛´2 функция 𝐿𝑛´2 удовлетворяет условию 𝑆0. Тогда в
случае наличия у уравнения p1.1q 𝒫3

`8p0q–решений выполняется условие p2.93q
и для каждого из таких решений имеют место асимптотические при 𝑡Ñ `8

представления p1.43q, p2.83q, p2.103q и p2.113q.

Кроме того заметим, что алгебраическое относительно 𝜌 уравнение (2.12) при
𝑘 “ 3 имеет единственный корень 𝜌 “ 𝜎𝑛´1´1. Тогда приходим к справедливости
следующего аналога теоремы 2.4 при 𝑘 “ 3.

Теорема 2.7. Пусть 𝛾3 R t0,𝜎𝑛´2u, 𝑐 P Δ𝑌𝑛´2, существует lim
𝑡Ñ`8

𝑡𝐼13p𝑡q
𝐼3p𝑡q

, вы-

полняются условия p1.53q ´ p1.83q, p2.33q, p2.53q, p2.63q и p2.93q, медленно меня-
ющиеся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 2,𝑛´ 1q удовлетворяют условию
𝑆0 и 𝜎𝑛´1 ‰ 1. Тогда у уравнения p1.1q существует p𝑛 ´ 2q–параметрическое
(p𝑛 ´ 1q–параметрическое) семейство 𝒫3

`8p0q–решений с асимптотическими
при 𝑡 Ñ `8 представлениями p1.43q, p2.83q, p2.103q и p2.113q в случае 𝜎𝑛´1 ą 1
p𝜎𝑛´1 ă 1q.

Заключение. В данной работе для двучленного неавтономного обыкно-
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венного дифференциального уравнения 𝑛–го порядка с правильно меняющимися
нелинейностями (1.1) исследован вопрос о наличии и асимптотике, так называе-
мых, 𝒫𝑘

`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решений в случае 𝑖 P t𝑛´ 𝑘 ` 2, . . . ,𝑛´ 1u при 𝑘 P t3, . . . ,𝑛u.
В результате было доказано, что у дифференциального уравнения (1.1) не су-

ществует 𝒫𝑘
`8

´

𝑛´𝑖´1
𝑛´𝑖

¯

–решений при всех 𝑖 за исключением 𝑖 “ 𝑛´𝑘`2. Особен-
ность данного случая потребовала наложения условия 𝑆0 на медленно меняющи-
еся при 𝑦p𝑗q Ñ 𝑌𝑗 функции 𝐿𝑗 p𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1q для получения необходимых
условий существования 𝒫𝑘

`8

´

𝑘´3
𝑘´2

¯

–решений, а также неявных асимптотических
при 𝑡Ñ `8 формул для их производных до порядка 𝑛´1 включительно. Кроме
того, при наложении условия 𝑆0 и на функцию 𝐿𝑛´𝑘`1 асимптотические фор-
мулы записаны в явном виде и получены достаточные условия существования у
дифференциального уравнения (1.1) решений с найденными представлениями.
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Корепанова К. С.
Асимптотика одного класу розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь
𝑛-го порядку з правильно змiнними нелiнiйностями

Резюме

В роботi для двочленного неавтономного звичайного диференцiального рiвняння 𝑛-
го порядку з правильно змiнними нелiнiйностями встановлюються ознаки iснування
розв’язкiв, для яких iснує 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u таке, що p𝑛 ´ 𝑘q-а похiдна розв’язку прямує
до вiдмiнної вiд нуля сталої при прямуваннi аргументу до `8, а також асимптотичнi
зображення їх похiдних до порядку 𝑛 ´ 1 включно. При досiдженнi даного питання
виникають проблеми з встановленням асимптотики p𝑛 ´ 𝑘 ` 1q–ї та наступних похi-
дних розв’язку. У зв’язку з цим вводиться клас, так званих, 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–розв’язкiв, де
´8 ď 𝜆0 ď `8, та дослiджується питання про наявнiсть та асимптотику 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–
розв’язкiв в особливих випадках, коли 𝜆0 “

𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

, 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1. Усi iншi не-
особливi випадки були дослiдженi у попереднiх роботах автора. Отриманi результати
суттєво доповнюють дослiдження про iснування розв’язкiв такого вигляду в монографiї
I. Т. Кiгурадзе та Т. А. Чантурiя для рiвнянь загального вигляду та диференцiальних
рiвнянь типу Емдена-Фаулера, в яких забезпечується достатньо жорстке обмеження на
p𝑛´ 𝑘 ` 1q–у похiдну розв’язку.
Ключовi слова: нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, вищий порядок, правильно змiннi
нелiнiйностi, клас 𝒫𝑘

`8p𝜆0q–розв’язкiв, умови iснування, асимптотика розв’язкiв.

Korepanova K. S.
Asymptotics of one class of solutions of 𝑛-th order ordinary differential equa-
tions with regularly varying nonlinearities

Summary

In the present paper the existence conditions of solutions, for each of which there exists a

number 𝑘 P t3, . . . , 𝑛u such that p𝑛´ 𝑘q-th derivative of solution tends to nonzero constant

as the argument tends to `8, of a binomial non-autonomous 𝑛-th order ordinary differential

equation with regularly varying nonlinearities and the asymptotic representations of their

derivatives of order up to 𝑛´1 are established. During the investigation of this question the

problems with the asymptotics of p𝑛´𝑘`1q–st and the subsequent derivatives of order ď 𝑛´1

are arose. As a result, the class of so-called 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions, where ´8 ď 𝜆0 ď `8, is

introduced and the question of existence and asymptotics of 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions in singular

cases, when 𝜆0 “
𝑛´𝑗´1
𝑛´𝑗

, 𝑗 “ 𝑛´ 𝑘 ` 2,𝑛´ 1, is considered. All other nonsingular cases

have been studied in the previous author’s works. These results are essentially complement

the research concerning the existence of such solutions in the monograph by I. T. Kiguradze

and T. A. Chanturiya for the equations of general type and the differential equations of

Emden-Fauler type, where a considerably strict restriction to the p𝑛´ 𝑘` 1q-st derivative of

solution is provided for.

Key words: nonlinear differential equations, higher order, regularly varying nonlinearities,

class of 𝒫𝑘
`8p𝜆0q–solutions, existence conditions, asymptotics of solutions.

References

1. Burbaki, N. (1965). Funktsii deystvitelnogo peremennogo [Functions of real variables].
Moscow: Nauka, 424 p.



44 Корепанова Е. С.

2. Evtukhov, V. М. (1998). Asymptoticheskie predstavleniya resheniy neavtonomnykh
obyknovennykh differentsialnyh uravneniy [Asymptotic representations of solutions of
non-autonomous differential equations]. Kiev: Diss. dokt. phys-mat. nauk: 01.01.02, 295
p.

3. Evtukhov, V. М., Klopot, А. М. (2014). Asimptoticheskoe povedenie resheniy
obyknovennykh differentsialnykh uravneniy 𝑛-go poryadka s pravilno menyayuschimisya
nelineynostyami [The asymptotic behaviour of solutions of 𝑛-th order ordinary
differential equations with regularly varying nonlinearities.] Diff. uravneniya, Vol. 50,
№5. – P. 584–600.

4. Evtukhov, V. M., Korepanova, K. S. (2017). Asimptoticheskie predstavleniya
resheniy differentsialnykh uravneniy s pravilno menyayuschimisya nelineynostyami
[Asymptotic representations of solutions of differential equations with regularly varying
nonlinearities.] Ukr. mat. zhurn., Vol. 69, № 9. – P. 1198–1216.

5. Evtukhov, V. М., Samoylenko, А. М. (2010). Usloviya suschestvovaniya
ischezayuschikh v osoboy tochke resheniy u veschestvennykh neavtonomnykh sistem
kvazilineynykh differentsialnykh uravneniy [Existence conditions of solutions vanishing
at the critical point of real nonautonomous system of quasi-linear differential equations.]
Ukr. mat. zh., Vol. 62, №1. – P. 52–80.

6. Evtukhov, V. М., Samoylenko, А. М. (2011). Asimptoticheskoe predstavlenie
resheniy neavtonomnykh obyknovennykh differentsialnykh uravneniy s pravilno
menyayuschimisya nelineynostyami [The asymptotic representation of solutions of non-
autonomous ordinary differential equations with regularly varying nonlinearities.] Diff.
uravneniya, Vol. 47, №5. – P. 628–650.

7. Kiguradze, I. Т., Chanturiya, Т. А. (1990). Asimptoticheskie svoystva resheniy
neavtonomnykh obyknovennykh differentsialnykh uravneniy [Asymptotic properties of
solutions of ordinary dufferential equations] Moscow: Nauka, 430 p.

8. Korepanova, K. S. (2016). Umovy isnuvannya rozvjazkiv stepenevogo vydu u
dyfferentsialnykh rivnyan z pravylno zminnymy neliniynostyamy [Existence conditions
of power-mode solutions of differential equations with regularly varying nonlinearities].
Bukov. mat. zh., Vol. 4, № 3–4. – P. 75–79.

9. Seneta, Е. (1985). Pravilno menyayuschiesya funktsii [Properly varying functions]
Moscow: Nauka, 144 p.

10. Evtukhov, V. M., Korepanova, K. S. (2017). Asymptotic Behaviour of Solutions of
One Class of 𝑛-th Order Differential Equations. Memoirs on Diff. Eq. and Math. Phys.,
Vol. 71. – P. 111–124.



Дослiдження в математицi i механiцi. – 2017. – Т. 22, вип. 2(30). – С. 45–54

УДК 519.714
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ПРО МЕТОД АДАПТИВНОГО НАЛАШТУВАННЯ ПАРАМЕТРIВ
РЕГУЛЯТОРА В ДИСКРЕТНI МОМЕНТИ ЧАСУ

В статтi пропонується адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлiзую-
чого регулятора в дискретнi моменти часу. Iдея методу полягає в наступному: в за-
данi дискретнi моменти часу для регулятора параметричного вигляду ми пiдбираємо
параметри керування, якi мiнiмiзують критерiй якостi, що описує вiдстань траєкторiї
системи до початку координат. Для цього здiйснюється лiнеаризацiя розв’язку системи
за допомогою функцiї чутливостi в околi поточного значення параметру. Для знахо-
дження функцiї чутливостi iнтегрується матричне рiвняння чутливостi. Метод i його
модифiкацiї одержуємо за допомогою мiнiмiзацiї квадратичної частини критерiю яко-
стi в поточний момент часу. Розроблений алгоритм застосовується до задачi стабiлiза-
цiї коливання двох мас. Для цього знаходимо параметричне представлення регулятора,
який розв’язує дану задачу. Для проведення обчислювального експерименту розгля-
даємо випадок залежностi регулятора вiд одного параметру при постiйному часовому
кроцi. Результати обчислювального експерименту наводяться в роботi.
MSC: 93C40, 93D21.
Ключовi слова: адаптивна стабiлiзацiя, параметризацiя керування, функцiя чутли-
востi .

Вступ. Методи теорiї стiйкостi i стабiлiзацiї є базовими при дослiдженнi си-
стем керування. Вони застосовуються при проектуваннi систем iз заданою якiстю
функцiонування, при побудовi автоматизованих систем керування тощо. Класи-
чним пiдходом до розв’язування задачi стабiлiзацiї є метод функцiй Ляпунова, а
також алгебраїчнi методи аналiзу стiйких режимiв [1, 2, 4]. Разом з тим, вимоги,
якi висуваються до систем керування на теперiшньому етапi, пов’язанi з наявнi-
стю фазових обмежень, побудовою керувань за умов невизначеностi. При цьому
характеристики шумiв, якi впливають на динамiку системи, можуть бути невi-
домими заздалегiдь. Цi обставини передбачають створення нових та розвиток
наявних математичних засобiв i алгоритмiв, якi б враховували вказанi особливо-
стi. До таких пiдходiв належать методи стабiлiзацiї, практичної стабiлiзацiї для
систем з багатозначною правою частиною [10, 11, 13]. Iнша методика пов’язана
з побудовою робастних стабiлiзуючих регуляторiв [3, 4, 8]. В роботах [6, 12, 14]
розглядаються адаптивнi методи до задач iдентифiкацiї параметрiв i керування
системами. В [9] висвiтлюються пiдходи до побудови адаптивних регуляторiв на
основi параметричного представлення функцiї Ляпунова.

В статтi пропонується адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлi-
зуючого регулятора в дискретнi моменти часу. В основi методу лежить рiвняння
для функцiї чутливостi та пiдходи оптимiзацiйних методiв другого порядку. Зна-
йдене параметричне представлення керування, що розв’язує задачу стабiлiзацiї
коливання двох мас, для якого застосовується розроблений адаптивний алго-
ритм. Проведено обчислювальнi експерименти.
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Основнi результати
1. Адаптивне налаштування параметрiв регулятора в дискретнi мо-

менти часу. Нехай задана система керування вигляду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q,𝑡q, 𝑡 ě 𝑡0. p1q

Тут 𝑥 “ p𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛q˚ — вектор стану, 𝑢 “ p𝑢1,𝑢2,...,𝑢𝑚q˚ — вектор керування,
𝑢p0,𝑝q “ 0, 𝑝 “ p𝑝1,𝑝2,...,𝑝𝑟q

˚ — вектор параметрiв, 𝑓p𝑥,𝑢,𝑡q — вектор-функцiя
правих частин системи (1), яка є неперервно диференцiйованою за змiнними 𝑥,
𝑢 i неперервною за змiнною 𝑡 на R𝑛 ˆ R𝑚 ˆ R1, 𝑓p0,0,𝑡q “ 0.

Припускаємо, що керування 𝑢 “ 𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q розв’язує задачу стабiлiзацiї системи
(1) для всiх 𝑝 P 𝑃 , де 𝑃 Ă R𝑟 — вiдкрита множина. Слiд зазначити, що iснує цiлий
ряд факторiв, якi суттєво впливають на поведiнку системи, на вибiр параметра
𝑝 P 𝑃 i якi можуть бути невiдомими до початку процесу виконання алгоритму
стабiлiзацiї: початковi данi системи можуть бути невiдомими; iснують шуми, якi
дiють на праву частину системи i природа цих шумiв не може бути визначена
заздалегiдь.

Тому ми пропонуємо здiйснювати адаптивне налаштування параметру 𝑝 в за-
лежностi вiд поточного положення системи. Змiну значення параметру 𝑝 будемо
реалiзовувати в дискретнi моменти часу 𝑡1 ă 𝑡2 ă ... ă 𝑡𝑖 ă .... Вважаємо, що
на промiжках p𝑡𝑖,𝑡𝑖`1q параметр 𝑝 приймає постiйнi значення 𝑝 “ 𝑝p𝑖q, 𝑖 “ 0,1,....
В моменти часу 𝑡, якi вiдповiдають рiзним iнтервалам, значення параметру 𝑝
можуть вiдрiзнятись.

Позначимо 𝑥p𝑡,𝑝q – розв’язок (1), 𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при керуваннi 𝑢 “ 𝑢p𝑥,𝑝,𝑡q. За
теоремою про неперервну диференцiйованiсть розв’язкiв системи диференцiаль-
них рiвнянь за параметрами, функцiя 𝑥p𝑡,𝑝q є неперервно диференцiйованою за
змiнною 𝑝 за умови, що функцiя керування є неперервно диференцiйованою за
параметром 𝑝. В моменти 𝑡 “ 𝑡𝑖 вiдома реалiзацiя 𝑥p𝑡,𝑝q розв’язку (1), яка вiд-
повiдає значенню параметра 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q. На основi даної реалiзацiї шукаємо таке
значення параметра 𝑝p𝑖q, яке мiнiмiзує критерiй якостi вигляду

𝐼𝑖 p𝑝q “ }𝑥 p𝑡𝑖,𝑝q }
2 Ñ min

𝑝P𝑃
. p2q

Застосуємо пiдходи, якi є характерними для методiв оптимiзацiї другого поряд-
ку, а також використаємо властивостi матрицi чутливостi. Збуримо параметр 𝑝
в точцi 𝑝p𝑖´1q на величину ℎ i запишемо розв’язок системи (1) з врахуванням
лiнiйного наближення

𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q ` ℎ

¯

“ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

`𝑊 p𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1qqℎ` 𝑟𝑖pℎq. p3q

Тут 𝑊 p𝑡q “𝑊 p𝑡,𝑝p𝑖´1qq – матриця чутливостi системи (1), яка вiдповiдає значен-
ню на розв’язковi 𝑥p𝑡,𝑝q при 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q, ℎ належить R𝑟, 𝑟𝑖pℎq нескiнченно мала
вищих порядкiв малостi по вiдношенню до ℎ при ℎ Ñ 0. Матриця чутливостi
задовольняє матричне диференцiальне рiвняння [5]

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝q𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝q, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s, p4q
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де 𝐹 p𝑡,𝑝q “ B𝑓p𝑡,𝑝q
B𝑥 `

B𝑓p𝑡,𝑝q
B𝑢

B𝑢p𝑡,𝑝q
B𝑝 , 𝑔p𝑡,𝑝q “ B𝑓p𝑡,𝑝q

B𝑢
B𝑢p𝑡,𝑝q
B𝑝 , 𝑝 “ 𝑝p𝑖´1q. Тут 𝑓p𝑡,𝑝q “

𝑓p𝑥p𝑡,𝑝q,𝑢p𝑥p𝑡,𝑝,𝑡q,𝑝q,𝑡q, 𝑢p𝑡,𝑝q “ 𝑢p𝑥p𝑡,𝑝q,𝑝,𝑡q.
Позначимо 𝑥p𝑖q “ 𝑥p𝑡𝑖,𝑝

p𝑖´1qq. Вiдкидаючи в (3) функцiю 𝑟𝑖pℎq, пiдставимо лi-
нiйне наближення до 𝑥

`

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q ` ℎ

˘

в функцiонал (2). Одержуємо квадратичний
функцiонал вигляду

𝐽 pℎq “
A

𝑥p𝑖q `𝑊 p𝑡𝑖qℎ,𝑥
p𝑖q `𝑊 p𝑡𝑖qℎ

E

“

“

A

𝑥p𝑖q, 𝑥p𝑖q
E

` x𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qℎ, ℎy ` 2
A

ℎ,𝑊˚p𝑡𝑖q𝑥
p𝑖q
E

.

Шукаємо параметр ℎ “ ℎp𝑖q з умови мiнiмуму 𝐽 pℎq. З B𝐽pℎp𝑖qq
Bℎ “ 0 одержуємо

для знаходження ℎp𝑖q систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qℎ “ ´𝑊
˚p𝑡𝑖q𝑥

p𝑖q.

Припустимо, що матриця 𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖q є невиродженою. Тодi

ℎp𝑖q “ ´p𝑊˚p𝑡𝑖q𝑊 p𝑡𝑖qq
´1𝑊˚p𝑡𝑖q𝑥

p𝑖q. p5q

Виходячи з (1), (4), (5), метод можна записати так

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝p𝑖q,𝑡q,𝑡q,

𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при 𝑖 “ 0, 𝑥p𝑡𝑖q “ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

при 𝑖 “ 1,2,...,

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝p𝑖qq𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝p𝑖qq, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s,

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖p𝑊
˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1qq

´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑥
p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0,

p6q

де 𝑠𝑖 P p0,1s вибираємо так, щоб 𝑝p𝑖`1q P 𝑃 , 𝑖 “ 0,1,....
Якщо матриця 𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q вироджена або близька до виродженої, то

можна застосувати регуляризацiю методу (6). Для цього вводиться параметр ре-
гуляризацiї 𝜀 ą 0, для якого одержуємо

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝑓p𝑥,𝑢p𝑥,𝑝p𝑖q,𝑡q,𝑡q,

𝑥p𝑡0q “ 𝑥0 при 𝑖 “ 0, 𝑥p𝑡𝑖q “ 𝑥
´

𝑡𝑖,𝑝
p𝑖´1q

¯

при 𝑖 “ 1,2,...,

𝑑𝑊 p𝑡q

𝑑𝑡
“ 𝐹 p𝑡,𝑝p𝑖qq𝑊 p𝑡q ` 𝑔p𝑡,𝑝p𝑖qq, 𝑊 p𝑡𝑖q “ 0, 𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s,

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖p𝑊
˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q ` 𝜀𝐼q

´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑥
p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0,

p7q

де 𝑠𝑖 P p0,1s вибираємо так, щоб 𝑝p𝑖`1q P 𝑃 , 𝑖 “ 0,1,..., 𝐼 –𝑚ˆ𝑚-одинична матриця.
Слiд зауважити, що

lim
𝜀Ñ`0

p𝑊˚p𝑡𝑖`1q𝑊 p𝑡𝑖`1q ` 𝜀𝐼q
´1𝑊˚p𝑡𝑖`1q “𝑊`p𝑡𝑖`1q,

де 𝑊`p𝑡𝑖`1q – псевдообернена матриця до матрицi 𝑊 p𝑡𝑖`1q. Тому в (7) останню
стрiчку можна модифiкувати так

𝑝p𝑖`1q “ 𝑝p𝑖q ´ 𝑠𝑖𝑊
`p𝑡𝑖`1q𝑥

p𝑖`1q, 𝑝p0q “ 𝑝0. p8q
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Нехай система (1) є лiнiйною i має вигляд

𝑑𝑥

𝑑𝑡
“ 𝐴𝑥`𝐵𝑢, 𝑡 ě 𝑡0,

де 𝐴, 𝐵 – 𝑛 ˆ 𝑛 i 𝑛 ˆ𝑚 - матрицi з постiйними коефiцiєнтами. Припустимо, що
керування, яке розв’язує задачу стабiлiзацiї, має вигляд

𝑢 “ 𝐶p𝑝q𝑥,

де 𝐶p𝑝q –𝑚ˆ𝑛 - матриця, компоненти якої гладко залежать вiд 𝑝. Тодi методи (6),
(7) будуть записуватись аналогiчно з врахуванням того, що 𝐹 p𝑡,𝑝q “ 𝐴`𝐵𝐶p𝑝q,
𝑔p𝑡,𝑝q “ Bp𝐴`𝐵𝐶p𝑝qq𝑥

B𝑝 .
2. Адаптивне налаштування параметрiв регулятора в задачi стабi-

лiзацiї системи коливання двох мас.
2.1. Параметричне представлення регулятора. Математична модель ко-

ливання двох мас 𝑀1, 𝑀2, якi взаємодiють через сили тертя 𝐵, 𝐵1, 𝐵2 i поєднанi
пружинами з вiдповiдними жорсткостями 𝐾, 𝐾1, 𝐾2 має вигляд [7]
#

𝑀1
𝑑2𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡2 ` p𝐵 `𝐵1q
𝑑𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾1q 𝑦1 p𝑡q ´𝐵
𝑑𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦2 p𝑡q “ 𝑢1 p𝑡q ,

𝑀2
𝑑2𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡2 ` p𝐵 `𝐵2q
𝑑𝑦2p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾2q 𝑦2 p𝑡q ´𝐵
𝑑𝑦1p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦1 p𝑡q “ ´𝑢2 p𝑡q .

Тут 𝑦1, 𝑦2 – вiдхилення мас 𝑀1, 𝑀2 вiд положення рiвноваги, 𝑢1 p𝑡q, 𝑢2 p𝑡q –
зовнiшнi сили, якi дiють на маси 𝑀1, 𝑀2 вiдповiдно. Вважаємо, що 𝑀1, 𝑀2,
𝐵, 𝐵1, 𝐵2, 𝐾, 𝐾1, 𝐾2 є заданими додатнiми константами. Таку систему можна
подати у виглядi

$

’

&

’

%

𝑑𝑦1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦3 p𝑡q ,

𝑑𝑦2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦4p𝑡q,

𝑀1
𝑑𝑦3p𝑡q

𝑑𝑡 ` p𝐾 `𝐾1q 𝑦1 p𝑡q ´𝐾𝑦2 p𝑡q ` p𝐵 `𝐵1q 𝑦3 p𝑡q ´𝐵𝑦4 p𝑡q “ 𝑢1 p𝑡q ,

𝑀2
𝑑𝑦4p𝑡q

𝑑𝑡 ´𝐾𝑦1 p𝑡q ` p𝐾 `𝐾2q 𝑦2 p𝑡q ´𝐵𝑦3 p𝑡q ` p𝐵 `𝐵2q 𝑦4 p𝑡q “ ´𝑢2 p𝑡q .

p9q
Розглядається задача стабiлiзацiї положення рiвноваги системи (9), в якiй зовнi-
шнi сили 𝑢1 p𝑡q, 𝑢2 p𝑡q вiдiграють роль функцiй керування. Керування шукаємо у
формi з оберненим зв’язком

𝑢1 p𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑦4q “ 𝐴1𝑦1 ` 𝐶1𝑦2 `𝐷1𝑦3 ` 𝐸1𝑦4,

𝑢2 p𝑦1,𝑦2,𝑦3,𝑦4q “ 𝐴2𝑦1 ` 𝐶2𝑦2 `𝐷2𝑦3 ` 𝐸2𝑦4.
p10q

Тут 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1, 𝐴2, 𝐶2, 𝐷2, 𝐸2 – коефiцiєнти, якi визначаються так, щоб
тривiальний розв’язок системи (9) був асимптотично стiйким. Має мiсце твер-
дження.

Теорема (про параметричне представлення регулятора). Припустимо, що
коефiцiєнти 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1 задовольняють такi умови

𝐴1 ‰ 𝐾 `𝐾1 ´
𝐾 ` 𝐶1

𝐵 ` 𝐸1

ˆ

𝐵 `𝐵1 ´𝐷1 ´
𝑀1p𝐾 ` 𝐶1q

𝐵 ` 𝐸1

˙

, якщо 𝐸1 ‰ ´𝐵,

𝐶1 ‰ ´𝐾, якщо 𝐸1 “ ´𝐵.

p11q
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Припустимо також, що 𝐴2, 𝐶2, 𝐷2, 𝐸2 визначаються як розв’язок системи
лiнiйний алгебраїчних рiвнянь 𝐿𝑥 “ 𝑔. Тут 𝑥 “ p𝐴2,𝐶2,𝐷2,𝐸2q

˚,

𝑔 “

˜

𝑘1 ` 𝑔1,
𝑘22𝑘3 ` 𝑘

2
3 ` 𝑘4𝑘

2
1

𝑘1𝑘2𝑘3
` 𝑔2,

𝑘23 ` 𝑘4𝑘
2
1

𝑘2𝑘3
` 𝑔3,

𝑘4
𝑘3
` 𝑔4

¸˚

,

𝑔1 “ ´
𝐵𝑀1 `𝐵𝑀2 `𝐵1𝑀2 `𝐵2𝑀1 ´𝐷1𝑀2

𝑀1𝑀2
,

𝑔2 “
𝐴1𝑀2 ´𝐵𝐵1 ´𝐵𝐵2 `𝐵𝐷1 `𝐵𝐸1 ´𝐵1𝐵2 `𝐵2𝐷1 ´𝐾𝑀1

𝑀1𝑀2
´

´
´𝐾𝑀2 ´𝐾1𝑀2 ´𝐾2𝑀1

𝑀1𝑀2
,

𝑔3 “
𝐴1𝐵 `𝐴1𝐵2 `𝐵𝐶1 ´𝐵𝐾1 ´𝐵𝐾2 ´𝐵1𝐾 ´𝐵1𝐾2 ´𝐾𝐵2 ´𝐾1𝐵2

𝑀1𝑀2
`

`
𝐷1𝐾 `𝐾2𝐷1 ` 𝐸1𝐾

𝑀1𝑀2
, 𝑔4 “

𝐴1𝐾 `𝐴1𝐾2 `𝐾𝐶1 ´𝐾𝐾1 ´𝐾𝐾2 ´𝐾1𝐾2

𝑀1𝑀2
,

𝐿 “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 𝑎
0 𝑎 𝑏 𝑑
𝑏 𝑑 𝑐 𝑒
𝑐 𝑒 0 0

˛

‹

‹

‚

, 𝑎 “
1

𝑀2
, 𝑏 “

𝐵 ` 𝐸1

𝑀1𝑀2
, 𝑐 “

𝐾 ` 𝐶1

𝑀1𝑀2
,

𝑑 “
𝐵 `𝐵1 ´𝐷1

𝑀1𝑀2
, 𝑒 “

𝐾 `𝐾1 ´𝐴1

𝑀1𝑀2
,

𝑘1,𝑘2,𝑘3,𝑘4 – довiльнi додатнi константи. Тодi керування (10) є розв’язком за-
дачi стабiлiзацiї системи (9).

Доведення. Пiдставляємо керування (10) в (9). Одержуємо систему звичай-
них диференцiальних рiвнянь, характеристичний многочлен якої 𝑃 p𝜆q “ 𝜆4 `
𝑝1𝜆

3 ` 𝑝2𝜆
2 ` 𝑝3𝜆` 𝑝4, причому

𝑝1 “
𝐸2

𝑀2
`
𝐵𝑀1 `𝐵𝑀2 `𝐵1𝑀2 `𝐵2𝑀1 ´𝐷1𝑀2

𝑀1𝑀2
,

𝑝2 “
𝐶2

𝑀2
`
p𝐵 ` 𝐸1q𝐷2

𝑀1𝑀2
`
p𝐵 `𝐵1 ´𝐷1q𝐸2

𝑀1𝑀2
´

1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝑀2 ´𝐵𝐵1´

´𝐵𝐵2 `𝐵𝐷1 `𝐵𝐸1 ´𝐵1𝐵2 `𝐵2𝐷1 ´𝐾𝑀1 ´𝐾𝑀2 ´𝐾1𝑀2 ´𝐾2𝑀1s,

𝑝3 “
p𝐵 ` 𝐸1q𝐴2

𝑀1𝑀2
`
p𝐵 `𝐵1 ´𝐷1q𝐶2

𝑀1𝑀2
`
p𝐶1 `𝐾q𝐷2

𝑀1𝑀2
`

`
p𝐾 `𝐾1 ´𝐴1q𝐸2

𝑀1𝑀2
´

1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝐵 `𝐴1𝐵2 `𝐵𝐶1 ´𝐵𝐾1 ´𝐵𝐾2´

´𝐵1𝐾 ´𝐵1𝐾2 ´𝐾𝐵2 ´𝐾1𝐵2 `𝐷1𝐾 `𝐾2𝐷1 ` 𝐸1𝐾s,

𝑝4 “
p𝐶1 `𝐾q𝐴2

𝑀1𝑀2
`
p𝐾 `𝐾1 ´𝐴1q𝐶2

𝑀1𝑀2
´

´
1

𝑀1𝑀2
r𝐴1𝐾 `𝐴1𝐾2 `𝐾𝐶1 ´𝐾𝐾1 ´𝐾𝐾2 ´𝐾1𝐾2s.

p12q

Вiдповiдно до критерiя Гурвiца, для того, щоб нульова точка рiвноваги системи
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була асимптотично стiйкою, необхiдно i достатньо, щоб

Δ1 “ 𝑝1 ą 0, Δ2 “ 𝑝1𝑝2 ´ 𝑝3 ą 0, Δ3 “ 𝑝3Δ2 ´ 𝑝4𝑝
2
1 ą 0, Δ4 “ 𝑝4Δ3 ą 0.

Покладемо Δ1 “ 𝑘1, Δ2 “ 𝑘2, Δ3 “ 𝑘3, Δ4 “ 𝑘4, де 𝑘1,𝑘2,𝑘3,𝑘4 – довiльнi додатнi
константи. Тодi 𝑝1 “ 𝑘1, 𝑝2 “

𝑘2
2𝑘3`𝑘

2

3
`𝑘4𝑘

2
1

𝑘1𝑘2𝑘3
, 𝑝3 “

𝑘2
3`𝑘4𝑘

2
1

𝑘2𝑘3
, 𝑝4 “ 𝑘4

𝑘3
. Систему

(12) можна записати у виглядi 𝐿𝑥 “ 𝑔. Її розв’язком є вектор p𝐴2,𝐶2,𝐷2,𝐸2q
˚.

Умови невиродженостi матрицi 𝐿 такi: 𝑒 ‰ 𝑏𝑐𝑑´𝑎𝑐2

𝑏2 при 𝑏 ‰ 0; 𝑐 ‰ 0 якщо 𝑏 “
0. Це еквiвалентно (11) i дає умови для знаходження p𝐴1,𝐶1,𝐷1,𝐸1q

˚. Теорему
доведено.

Зауваження 1. Якщо в умовах теореми 𝑘1 “ 𝑘2 “ 𝑘3 “ 𝑘4 “ 𝑝, то

𝑔 “

ˆ

𝑝` 𝑔1,2`
1

𝑝
` 𝑔2,1` 𝑝` 𝑔3, 1` 𝑔4

˙˚

2.2. Обчислювальний експеримент. Припустимо, що керування (10) є
таким, що 𝐴1, 𝐶1, 𝐷1, 𝐸1, 𝐴2 “ 𝐴2p𝑝q, 𝐶2 “ 𝐶2p𝑝q, 𝐷2 “ 𝐷2p𝑝q, 𝐸2 “ 𝐸2p𝑝q
задовольняють умовам теореми про параметричне представлення регулятора при
𝑘1 “ 𝑘2 “ 𝑘3 “ 𝑘4 “ 𝑝. У цьому випадку пiдстановка (10) в (9) дає

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑑𝑦1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦3 p𝑡q ,

𝑑𝑦2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑦4p𝑡q,

𝑑𝑦3p𝑡q
𝑑𝑡 “

p´𝐾´𝐾1`𝐴1q

𝑀1
𝑦1 p𝑡q `

p𝐾`𝐶1q

𝑀1
𝑦2 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵1`𝐷1q

𝑀1
𝑦3 p𝑡q `

p𝐵`𝐸1q

𝑀1
𝑦4 p𝑡q ,

𝑑𝑦4p𝑡q
𝑑𝑡 “

p𝐾´𝐴2p𝑝qq
𝑀2

𝑦1 p𝑡q `
p´𝐾´𝐾2´𝐶2p𝑝qq

𝑀2
𝑦2 p𝑡q`

`
p𝐵´𝐷2p𝑝qq

𝑀2
𝑦3 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵2´𝐸2p𝑝qq
𝑀2

𝑦4 p𝑡q .

Тут

𝐴2 p𝑝q “ 𝑒11 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒12
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒13 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒14 p1` 𝑔4q ,

𝐶2 p𝑝q “ 𝑒21 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒22
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒23 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒24 p1` 𝑔4q ,

𝐷2 p𝑝q “ 𝑒31 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒32
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒33 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒34 p1` 𝑔4q ,

𝐸2 p𝑝q “ 𝑒41 p𝑝` 𝑔1q ` 𝑒42
`

2` 𝑝´1 ` 𝑔2
˘

` 𝑒43 p1` 𝑝` 𝑔3q ` 𝑒44 p1` 𝑔4q ,

𝑒𝑖𝑗 – компоненти матрицi 𝐿´1, 𝑖,𝑗 “ 1,2,3,4. Рiвняння для функцiї чутливостi
𝑊 p𝑡q “ p𝑤1p𝑡q,𝑤2p𝑡q,𝑤3p𝑡q,𝑤4p𝑡qq

˚ має вигляд
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

𝑑𝑤1p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑤3 p𝑡q ,

𝑑𝑤2p𝑡q
𝑑𝑡 “ 𝑤4p𝑡q,

𝑑𝑤3p𝑡q
𝑑𝑡 “

p´𝐾´𝐾1`𝐴1q

𝑀1
𝑤1 p𝑡q `

p𝐾`𝐶1q

𝑀1
𝑤2 p𝑡q `

p´𝐵´𝐵1`𝐷1q

𝑀1
𝑤3 p𝑡q `

p𝐵`𝐸1q

𝑀1
𝑤4 p𝑡q ,

𝑑𝑤4p𝑡q
𝑑𝑡 “

p𝐾´𝐴2p𝑝qq
𝑀2

𝑤1 p𝑡q `
p´𝐾´𝐾2´𝐶2p𝑝qq

𝑀2
𝑤2 p𝑡q `

p𝐵´𝐷2p𝑝qq
𝑀2

𝑤3 p𝑡q`

`
p´𝐵´𝐵2´𝐸2p𝑝qq

𝑀2
𝑤4 p𝑡q ´

𝐴12p𝑝q
𝑀2

𝑦1 p𝑡q ´
𝐶12p𝑝q
𝑀2

𝑦2 p𝑡q ´
𝐷12p𝑝q
𝑀2

𝑦3 p𝑡q ´
𝐸12p𝑝q
𝑀2

𝑦4 p𝑡q ,

𝑡 P r𝑡𝑖,𝑡𝑖`1s, 𝑤1p𝑡𝑖q “ 𝑤2p𝑡𝑖q “ 𝑤3p𝑡𝑖q “ 𝑤4p𝑡𝑖q “ 0. Тут 𝐴12p𝑝q “ 𝑒11 ` 𝑒13 ´ 𝑒12𝑝
´2,

𝐶 12p𝑝q “ 𝑒21 ` 𝑒23 ´ 𝑒22𝑝
´2, 𝐷12p𝑝q “ 𝑒31 ` 𝑒33 ´ 𝑒32𝑝

´2, 𝐸12p𝑝q “ 𝑒41 ` 𝑒43 ´ 𝑒42𝑝
´2.

Застосуємо у цьому випадку метод (8) i наведемо результати обчислюваль-
ного експерименту.
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Експеримент 1. Вхiднi данi: 𝑀1 “ 1.0, 𝑀2 “ 1.0, 𝐵 “ 100.0, 𝐵1 “ 100.0,
𝐵2 “ 100.0, 𝐾 “ 100.0, 𝐾1 “ 0.0001, 𝐾2 “ 0.0001. Початковi умови: 𝑦1p0q “
𝑦2p0q “ 𝑦3p0q “ 𝑦4p0q “ 100. Умова виходу з алгоритму

|𝑦𝑗p𝑇 q| ď 𝜀, 𝑗 “ 1,2,3,4,

де 𝜀 “ 0.1, 𝑇 – момент закiнчення роботи алгоритму. Вибираємо 𝑠𝑖 “ 1, якщо
𝑝p𝑖`1q ą 0, iнакше 𝑠𝑖 “ 0.0000001, 𝑖 “ 0,1,.... Позначимо 𝜏 “ 𝑡𝑖`1 ´ 𝑡𝑖, 𝑖 “ 0,1,...,
тобто крок методу постiйний.

При 𝑝 “ 1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без за-
стосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 729.50999. Вибираємо
𝑝0 “ 1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi ре-
зультати: 𝑇 “ 161.984 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 83.729 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 130.684 при
𝜏 “ 20.

При 𝑝 “ 0.1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 2680.659. Вибираємо
𝑝0 “ 0.1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 197.177 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 116.171 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 128.331 при
𝜏 “ 20.

Експеримент 2. Вхiднi данi: 𝑀1 “ 210000, 𝑀2 “ 50000, 𝐵 “ 7.75, 𝐵1 “ 89.99,
𝐵2 “ 1.123, 𝐾 “ 2144.2, 𝐾1 “ 4.62, 𝐾2 “ 913.1. Решта параметрiв аналогiчнi
попередньому експерименту.

При 𝑝 “ 1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без засто-
сування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 99.286. Вибираємо 𝑝0 “ 1
як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi результати:
𝑇 “ 101.711 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 97.361 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 101.719 при 𝜏 “ 20.

При 𝑝 “ 0.001 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 13822.607. Вибираємо
𝑝0 “ 0.001 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 865.2659 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 781.9009 при 𝜏 “ 15; 𝑇 “ 1323.7369 при
𝜏 “ 50.

При 𝑝 “ 0.1 за умови, що регулятор вибирається згiдно твердження без
застосування (8), момент закiнчення роботи алгоритму 𝑇 “ 890.0079. Вибираємо
𝑝0 “ 0.1 як початкове наближення i застосовуємо метод (8). Одержуємо такi
результати: 𝑇 “ 490.4159 при 𝜏 “ 5; 𝑇 “ 889.9449 при 𝜏 “ 10; 𝑇 “ 878.7369 при
𝜏 “ 15; 𝑇 “ 889.87399 при 𝜏 “ 50.

Висновки.

1. Одержано адаптивний метод налаштування параметрiв стабiлiзуючого ре-
гулятора в дискретнi моменти часу. В основi методу лежить рiвняння для
функцiї чутливостi та пiдходи оптимiзацiйних методiв другого порядку.

2. Для задачi стабiлiзацiї коливання двох мас запропоновано параметричне
представлення керування.

3. На основi параметричного представлення регулятора для задачi стабiлiза-
цiї коливання двох мас наведено алгоритм адаптивної стабiлiзацiї колива-
ння двох мас.

4. Проведено обчислювальний експеримент.
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9. Krstić M. Nonlinear and Adaptive Control Design/ M. Krstić, I. Kanellakopoulos,
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Пичкур В. В., Роговченко Т. Н.
О методе адаптивной настройки параметров регулятора в дискретные мо-
менты времени

Резюме

В статье предлагается адаптивный метод настройки параметров стабилизирующего ре-
гулятора в дискретные моменты времени. Идея метода заключается в следующем: в
заданные дискретные моменты времени для регулятора параметрического вида мы
подбираем параметры управления, которые минимизируют критерий качества, опи-
сывающего расстояние траектории системы до начала координат. Для этого мы ли-
неаризируем решение системы с помощью функции чувствительности в окрестности
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текущего значения параметра. Для нахождения функции чувствительности мы запи-
сываем матричное уравнение чувствительности. Метод и его модификации получаем с
помощью минимизации квадратичной части критерия качества в текущий момент вре-
мени. Мы применяем разработанный алгоритм к задаче стабилизации колебания двух
масс. Для этого находим параметрическое представление регулятора, который решает
данную задачу. Для проведения вычислительного эксперимента рассматриваем случай
зависимости регулятора от одного параметра при постоянном временном шаге. Резуль-
таты вычислительного эксперимента приведены в работе.
Ключевые слова: адаптивна стабiлiзацiя, параметризацiя керування, функцiя чут-
ливостi .

Pichkur V. V., Rogovchenko T. M.
On an adaptive method of regulator parameters adjustment at discrete time
points

Summary

We offer an adaptive method of regulator parameters correction at discrete points of time.

The method is based on the following idea: we choose the parameters of the parametric reg-

ulator at discrete moments of time minimizing the quality criterion. The criterion describes

Euclidean distance between the system trajectory and the equilibrium point. In order to

solve the minimization problem, we linearise the solution of the system in the neighbourhood

of the current parameter value via the sensitivity function. The sensitivity function depends

on the system solution. We calculate this function plugging the current system solution into

the right part of the differential matrix sensitivity equation. We obtain the method and

its modifications by minimizing the quadratic part of the quality criterion at the current

time. Further we apply the developed algorithm to the problem of stabilization of two-mass

oscillations. For this purpose we find the parametric representation of the proper regulator.

In computational experiment we use the case of one parameter regulator and the constant

time step. The results of the computational experiment are given in the last section of the

paper.

Key words: adaptive stabilization, control parametrization, sensitivity function.
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ЗАГАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО
РIВНЯННЯ IЗ КУСКОВО-НЕПЕРЕРВНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ
ТА ПРАВИМИ ЧАСТИНАМИ

В данiй роботi розглянуто загальнi крайовi задачi для гiперболiчного рiвняння iз
кусково-неперервними за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами.
Знайдено розв’язки таких задач за допомогою концепцiї квазiпохiдних, сучасної теорiї
систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь, класичного методу Фур’є та методу редукцiї.
MSC: 34B05.
Ключовi слова: квазiдиференцiальне рiвняння, крайова задача, матриця Кошi, задача
на власнi значення, метод Фур’є та метод власних функцiй .

Вступ. Точнi методи розв’язування мiшаних крайових задач математичної
фiзики, якi не використовують рiзного роду iнтегральних перетворень, прийнято
називати прямими методами. Загальна схема реалiзацiї таких методiв полягає в
наступному:

1) редукцiя, тобто зведення вихiдної задачi до розв’язування двох простiших,
взаємозв’язаних задач;

2) застосування схеми Фур’є, що включає в себе вiдокремлення змiнних, розв’я-
зування задачi на власнi значення та реалiзацiї методу власних функцiй.

Важливу роль в цих методах вiдiграє концепцiя квазiпохiдних, яка дозволяє уни-
кнути проблеми множення узагальнених функцiй [1].

Для рiвняння параболiчного типу реалiзацiя такої схеми вперше була прове-
дена у роботi [2]. Подальший розвиток цей метод отримав в роботах [3]- [6]. Для
рiвнянь гiперболiчного типу, вперше, цi iдеї були впровадженi в роботi [7].

В данiй роботi розглядається гiперболiчне рiвняння з кусково-неперервними
за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами з найбiльш загаль-
ними локальними крайовими умовами. Окремо видiлено частинний, але важ-
ливий в прикладному аспектi випадок, кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих
частин, коли розв’язки вихiдної задачi можуть бути отриманi в замкненiй формi.

Основнi результати
1. Основнi позначення, формулювання задачi. Нехай 0 “ 𝑥0 ă 𝑥1 ă

𝑥2 ă . . . ă 𝑥𝑖´1 ă 𝑥𝑖 ă 𝑥𝑖`1 . . . ă 𝑥𝑛´1 ă 𝑥𝑛 “ 𝑙 — довiльне розбиття вiдрiзка r0; 𝑙s
дiйсної осi 𝑂𝑥 на 𝑛 частин, 𝜃𝑖 — характеристична функцiя промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q,

тобто 𝜃𝑖 p𝑥q “
"

1, 𝑥 P r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q ,
0, 𝑥 R r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q ,

𝑖 “ 0,𝑛´ 1.

Нехай 𝑚𝑖p𝑥q, 𝑎𝑖p𝑥q, 𝑓𝑖p𝑥q, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1, — додатньо визначенi функцiї на кож-

ному з промiжкiв r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q. Покладемо:𝑚p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑚𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖, 𝑎p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑎𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖,

𝑓p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑓𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖.
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Позначимо 𝑢r1s “ 𝑎p𝑥q𝑢𝑥
1 (квазiпохiдна).

Розглянемо загальну крайову задачу для гiперболiчного рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑢

B𝑡2
“
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑢

B𝑥

˙

` 𝑓p𝑥q, 𝑥 P p𝑥0;𝑥𝑛q, 𝑡 P p0;`8q, p1q

iз загальними крайовими умовами
"

𝑝11𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝12𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q ` 𝑞11𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞12𝑢

r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑝21𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝22𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q ` 𝑞21𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞22𝑢

r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓𝑙p𝑡q,
𝑡 P r0;`8q, p2q

якi вважаються лiнiйно незалежними,
та початковими умовами

"

𝑢p𝑥,0q “ 𝜙0p𝑥q,
B𝑢
B𝑡 p𝑥,0q “ 𝜙1p𝑥q,

𝑥 P r𝑥0;𝑥𝑛s, p3q

де 𝜓0p𝑡q, 𝜓𝑙p𝑡q P 𝐶2p0;`8q, 𝜙0p𝑥q, 𝜙1p𝑥q — абсолютно-неперервнi функцiї на
r𝑥0;𝑥𝑛s.

Надалi розглядатимемо частинний, але такий, що має важливе практичне
застосування, випадок локальних крайових умов, коли 𝑝21 “ 𝑝22 “ 𝑞11 “ 𝑞12 “ 0

"

𝑝11𝑢p𝑥0,𝑡q ` 𝑝12𝑢
r1sp𝑥0,𝑡q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑞21𝑢p𝑥𝑛,𝑡q ` 𝑞22𝑢
r1sp𝑥𝑛,𝑡q “ 𝜓𝑙p𝑡q,

𝑡 P r0;`8q.

Метод редукцiї вiдшукання розв’язку задачi детально описаний, наприклад,
в [8, 9]. Згiдно з цим методом розв’язок задачi (1)-(3) шукаємо у виглядi суми
двох функцiй

𝑢p𝑥,𝑡q “ 𝑤p𝑥,𝑡q ` 𝑣p𝑥,𝑡q, p4q

одну з яких, наприклад 𝑤p𝑥,𝑡q, конструюємо спецiальним способом, а iншу —
𝑣p𝑥,𝑡q визначаємо однозначно.

2. Побудова функцiї 𝑤p𝑥,𝑡q. Визначимо функцiю 𝑤p𝑥,𝑡q як розв’язок кра-
йової задачi

p𝑎p𝑥q𝑤𝑥
1q𝑥
1
“ ´𝑓p𝑥q, p5q

"

𝑝11𝑤p𝑥0q ` 𝑝12𝑤
r1sp𝑥0q “ 𝜓0p𝑡q,

𝑞21𝑤p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑤
r1sp𝑥𝑛q “ 𝜓𝑙p𝑡q,

𝑡 P r0;`8q. p6q

Зауважимо, що змiнна 𝑡 тут вважається параметром.
В основi методу розв’язування задачi (5), (6) лежить концепцiя квазiпохiдних

[10].

Введемо вектори 𝑊 “

ˆ

𝑤

𝑤r1s

˙

, де 𝑤r1s “ 𝑎p𝑥q𝑤𝑥
1, 𝐹 “

ˆ

0
´𝑓p𝑥q

˙

.

За таких позначень квазiдиференцiальне рiвняння (5) зводиться до еквiва-
лентної системи диференцiальних рiвнянь першого порядку

𝑊 𝑥
1
“ 𝐴p𝑥q ¨𝑊 ` 𝐹 , p7q

де 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

0 0

˙

.
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Пiд розв’язком системи (7) розумiємо вектор-функцiю 𝑊 p𝑥,𝑡q, що за змiнною
𝑥 є абсолютно-неперервна та справджує систему (7) майже всюди (див. [10]).

Крайовi умови (6) теж запишемо у векторнiй формi

𝑃 ¨𝑊 p𝑥0,𝑡q `𝑄 ¨𝑊 p𝑥𝑛,𝑡q “ Γ p𝑡q , p8q

де 𝑃 “
ˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

, 𝑄 “
ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

, причому 𝑟𝑎𝑛𝑔p𝑃 |𝑄q “ 2, Γ p𝑡q “
ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

.

Нехай 𝑤𝑖p𝑥,𝑡q та 𝑤r1s𝑖 p𝑥,𝑡q визначенi на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q. Покладемо

𝑤p𝑥,𝑡q “
𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑤𝑖p𝑥,𝑡q𝜃𝑖. p9q

На промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q система (7) набуває вигляду

ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙1

𝑥

“

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

0 0

˙ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙

`

ˆ

0
´𝑓𝑖p𝑥q

˙

. p10q

Розглянемо однорiдну систему, що вiдповiдає системi (10)

ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙1

“

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

0 0

˙ˆ

𝑤𝑖

𝑤
r1s
𝑖

˙

.

Матриця Кошi 𝐵𝑖p𝑥,𝑠q такої системи має вигляд

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q “

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑠q
0 1

˙

, де 𝑏𝑖p𝑥,𝑠q “
𝑥ˆ

𝑠

1

𝑎𝑖p𝑧q
𝑑𝑧 pдив. [11]q. p11q

Для довiльного 𝑘 ě 𝑖 позначимо

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑥𝑘´1q ¨𝐵𝑘´2p𝑥𝑘´1,𝑥𝑘´2q ¨ . . . ¨𝐵𝑖p𝑥𝑖`1,𝑥𝑖q. p12q

Структура (11) матриць 𝐵𝑖 p𝑥,𝑠q дає можливiсть встановити структуру мат-
рицi (12)

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q “

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚,

причому 𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑘q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝐸, де 𝐸 — одинична матриця.

Розв’язок системи (10) на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q має вигляд

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨ 𝑃 𝑖 `

𝑥ˆ

𝑥𝑖

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖p𝑠q 𝑑𝑠, p13q

де 𝑃 𝑖 — поки що невiдомий вектор.
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Аналогiчно, на промiжку r𝑥𝑖´1;𝑥𝑖q

𝑊 𝑖´1p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖´1p𝑥,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

𝑥ˆ

𝑥𝑖´1

𝐵𝑖´1p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖´1p𝑠q 𝑑𝑠. p14q

В точцi 𝑥 “ 𝑥𝑖 повинна виконуватись умова спряження, а саме 𝑊 𝑖p𝑥𝑖,𝑡q “
𝑊 𝑖´1p𝑥𝑖,𝑡q (див. [12]), в результатi чого одержимо рекурентне спiввiдношення

𝑃 𝑖 “ 𝐵𝑖´1p𝑥𝑖,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

𝑥𝑖ˆ

𝑥𝑖´1

𝐵𝑖´1p𝑥𝑖,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖´1p𝑠q 𝑑𝑠. p15q

Методом математичної iндукцiї, з (15) одержуємо

𝑃 𝑖 “ 𝐵p𝑥𝑖,𝑥0q ¨ 𝑃 0 `

𝑖
ÿ

𝑘“0

𝐵p𝑥𝑖,𝑥𝑘q𝑍𝑘, p16q

де 𝑍𝑘 “
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠, 𝑘 “ 1,𝑛´ 1, причому 𝑍0
𝑑𝑒𝑓
“ 0, 𝑃 0 — початко-

вий (невiдомий) вектор. Для знаходження 𝑃 0 використовуємо крайовi умови (8),
в яких покладемо 𝑊 p𝑥0,𝑡q

𝑑𝑒𝑓
“ 𝑃 0,

𝑊 p𝑥𝑛,𝑡q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝑊𝑛´1p𝑥𝑛,𝑡q “ 𝐵𝑛´1p𝑥𝑛,𝑥𝑛´1q𝑃𝑛´1 `

𝑥𝑛ˆ

𝑥𝑛´1

𝐵𝑛´1p𝑥𝑛,𝑠q ¨ 𝐹𝑛´1p𝑠q 𝑑𝑠 “

“ 𝐵p𝑥𝑛,𝑥0q𝑃 0 `

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘.

Тодi r𝑃 `𝑄𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs𝑃 0 `𝑄
𝑛
ř

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “ Γ, звiдки одержуємо

𝑃 0 “ r𝑃 `𝑄 ¨𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs
´1
¨

˜

Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘

¸

. p17q

Обчислимо

r𝑃 `𝑄 ¨𝐵p𝑥𝑛,𝑥0qs
´1
“

“

»

–

ˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

`

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

¨

˝

1
𝑛´1
ř

𝑚“0
𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚

fi

fl

´1

“

“
1

Δ

ˆ

𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22 ´𝑝12
´𝑞21 𝑝11

˙

,

де 𝜎𝑛 “
𝑛´1
ř

𝑚“0
𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q, 𝜎0

𝑑𝑒𝑓
“ 0, Δ “ 𝑝11p𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q ´ 𝑞21𝑝12 ‰ 0;
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Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “

“

ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

´

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙ 𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q

𝑥𝑘ˆ

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠. p18q

Запишемо праву частину (18) в матричному виглядi
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝐵𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝐹 𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠 “
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

ˆ

1 𝑏𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q
0 1

˙

¨

ˆ

0
´𝑓𝑘´1p𝑠q

˙

𝑑𝑠 “

“

¨

˚

˚

˝

´
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝑏𝑘´1p𝑥𝑘,𝑠q ¨ 𝑓𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠

´
𝑥𝑘´

𝑥𝑘´1

𝑓𝑘´1p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‹

‹

‚

𝑑𝑒𝑓
“

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“ 𝑍𝑘;

𝑛
ř

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“

¨

˚

˚

˝

𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

.

Таким чином, отримуємо

Γ´𝑄
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑛,𝑥𝑘q𝑍𝑘 “

“

ˆ

𝜓0p𝑡q
𝜓𝑙p𝑡q

˙

´

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

˚

˚

˝

𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

“

“

¨

˝

𝜓0p𝑡q

𝜓𝑙p𝑡q´𝑞21
𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´𝑞22
𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‚. p19q

Пiдставимо (19) в (17)

𝑃 0 “
1

Δ

ˆ

𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22 ´𝑝12
´𝑞21 𝑝11

˙

ˆ

ˆ

¨

˝

𝜓0p𝑡q

𝜓𝑙p𝑡q´𝑞21
𝑛
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´𝑞22
𝑛
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‚. p20q

Зокрема, перша координата вектора 𝑃 0 дорiвнює

1

Δ

˜

p𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q𝜓0p𝑡q ´ 𝑝12

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q`

`𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq ´ 𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

,
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а друга координата вектора 𝑃 0 —

1

Δ

˜

´𝑞21𝜓0p𝑡q ` 𝑝11

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

.

На основi формул (13), (16), (20), пiсля перетворень, отримаємо зображення
вектор-функцiї 𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q на промiжку r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨

˜

𝐵p𝑥𝑖,𝑥0q ¨ 𝑃 0 `

𝑖
ÿ

𝑘“1

𝐵p𝑥𝑖,𝑥𝑘q𝑍𝑘

¸

`

𝑥ˆ

𝑥𝑖

𝐵𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝐹 𝑖p𝑠q 𝑑𝑠 “

“

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖
0 1

˙

¨ 𝑃 0`

`

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
0 1

˙

¨

¨

˚

˚

˝

𝑖
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq

𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˛

‹

‹

‚

`

`

¨

˚

˚

˝

´
𝑥́

𝑥𝑖

𝑏𝑖p𝑥,𝑠q ¨ 𝑓𝑖p𝑠q 𝑑𝑠

´
𝑥́

𝑥𝑖

𝑓𝑖p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

1 𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖
0 1

˙

¨ 𝑃 0`

`

¨

˚

˚

˝

𝑖
ř

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q`𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ř

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq`𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q`𝐼𝑖p𝑥q

𝑖
ř

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼

r1s
𝑖 p𝑥q

˛

‹

‹

‚

. p21q

Перша координата вектора 𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q в (21) i є шуканою функцiєю 𝑤𝑖p𝑥,𝑡q. От-
же,

𝑤𝑖p𝑥,𝑡q “
1

Δ
pp𝑞21𝜎𝑛 ` 𝑞22q𝜓0p𝑡q´

´𝑝12

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸

` p𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ` 𝜎𝑖qˆ

ˆ

˜

´𝑞21𝜓0p𝑡q ` 𝑝11

˜

𝜓𝑙p𝑡q ´ 𝑞21

𝑛
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ¨

𝑛´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq´

´𝑞22

𝑛
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

¸¸

q `

𝑖
ÿ

𝑘“1

p𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

𝑖´1
ÿ

𝑚“𝑘

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚qq`
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`𝑏𝑖p𝑥,𝑥𝑖q
𝑖
ÿ

𝑘“1

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q ` 𝐼𝑖p𝑥q. p22q

Пiдставляючи вираз (22) у (9), можемо записати розв’язок на всьому промiж-
ку r𝑥0;𝑥𝑛s.

3. Побудова функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q. Запишемо мiшану задачу для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q.
Пiдставляючи (4) в (1) та враховуючи, що функцiя 𝑤p𝑥,𝑡q задовольняє (5), одер-
жуємо неоднорiдне рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑣

B𝑡2
´
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑣

B𝑥

˙

“ ´𝑚p𝑥q
B2𝑤

B𝑡2
, 𝑥 P p𝑥0;𝑥𝑛q, 𝑡 P p0;`8q. p23q

Пiдставимо (4) в початковi умови (3). Одержимо для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q початковi
умови

"

𝑣p𝑥,0q “ Φ0p𝑥q,
B𝑣
B𝑡 p𝑥,0q “ Φ1p𝑥q,

𝑥 P r𝑥0;𝑥𝑛s, p24q

де Φ0p𝑥q
𝑑𝑒𝑓
“ 𝜙0p𝑥q ´ 𝑤p𝑥,0q, Φ1p𝑥q

𝑑𝑒𝑓
“ 𝜙1p𝑥q ´

B𝑤
B𝑡 p𝑥,0q.

Оскiльки функцiя 𝑤p𝑥,𝑡q справджує крайовi умови (6), то iз (4) випливають
крайовi умови для функцiї 𝑣p𝑥,𝑡q

"

𝑝11𝑣p𝑥0q ` 𝑝12𝑣
r1sp𝑥0q “ 0,

𝑞21𝑣p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑣
r1sp𝑥𝑛q “ 0,

𝑡 P r0;`8q. p25q

Отже, за умови, що розв’язок 𝑤p𝑥,𝑡q задачi (5), (6) є вiдомим, функцiя 𝑣p𝑥,𝑡q
є розв’язком мiшаної задачi (23) - (25).

4. Метод Фур’є та задача на власнi значення. Для рiвняння (23) розгля-
немо вiдповiдне однорiдне рiвняння

𝑚p𝑥q
B2𝑣

B𝑡2
“
B

B𝑥

ˆ

𝑎p𝑥q
B𝑣

B𝑥

˙

. p26q

Знайдемо його нетривiальнi розв’язки у виглядi

𝑣p𝑥,𝑡q “ sinp𝜔𝑡` 𝜀q ¨𝑋p𝑥q, p27q

де 𝜔 — параметр, 𝜀 — константа, 𝑋p𝑥q — поки що невiдома функцiя [8], що справ-
джує крайовi умови (25).

Пiдставимо (27) в рiвняння (26). Одержимо квазiдиференцiальне рiвняння
`

𝑎p𝑥q𝑋 1p𝑥q
˘1
` 𝜔2𝑚p𝑥q𝑋p𝑥q “ 0. p28q

Пiдставивши (27) в умови (25), одержимо крайовi умови
"

𝑝11𝑋p𝑥0q ` 𝑝12𝑋
r1sp𝑥0q “ 0,

𝑞21𝑋p𝑥𝑛q ` 𝑞22𝑋
r1sp𝑥𝑛q “ 0.

p29q

Як i вище, пiд розв’язком рiвняння (28) розумiємо абсолютно-неперервну на
r𝑥0;𝑥𝑛s функцiю 𝑋p𝑥q, що справджує його майже всюди.
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Ввiвши квазiпохiдну 𝑋r1s
𝑑𝑒𝑓
“ 𝑎𝑋 1, вектор 𝑋 “

ˆ

𝑋

𝑋r1s

˙

та матрицю 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

´𝑚p𝑥q 𝜔2 0

˙

, запишемо задачу (28), (29) в матричному виглядi

𝑋
1
“ 𝐴p𝑥q ¨𝑋, p30q

𝑃𝑋p𝑥0q `𝑄𝑋p𝑥𝑛q “ 0. p31q

Вiдповiдну систему на промiжку r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q запишемо у виглядi

𝑋
1

𝑖 “ 𝐴𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑖, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1, p32q

де 𝐴𝑖p𝑥q “

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

´𝜔2𝑚𝑖p𝑥q 0

˙

.

Матрицю Кошi системи (32) позначимо r𝐵𝑖p𝑥,𝑠,𝜔q i аналогiчно, як i в формулi

(12), позначимо r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑖
ś

𝑗“0

r𝐵𝑖´𝑗p𝑥𝑖´𝑗`1,𝑥𝑖´𝑗 ,𝜔q.

Позначимо також

r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

r𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖,𝜔q ¨ r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔q ¨ 𝜃𝑖, p33q

(аналог матрицi Кошi на всьому промiжку r𝑥0;𝑥𝑛s);

r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
𝑑𝑒𝑓
“

ˆ

𝑏11p𝜔q 𝑏12p𝜔q
𝑏21p𝜔q 𝑏22p𝜔q

˙

. p34q

Нетривiальний розв’язок 𝑋p𝑥,𝜔q системи (30) шукаємо у виглядi

𝑋p𝑥,𝜔q “ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔q ¨ 𝐶, p35q

де 𝐶 “
ˆ

𝐶1

𝐶2

˙

— деякий ненульовий вектор.

Вектор - функцiя 𝑋p𝑥,𝜔q має задовольняти крайовi умови (31), тобто

𝑃 ¨𝑋p𝑥0,𝜔q `𝑄 ¨𝑋p𝑥𝑛,𝜔q “ 0,

´

𝑃 ¨ r𝐵p𝑥0,𝑥0,𝜔q `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

¨ 𝐶 “ 0,

врахувавши, що r𝐵p𝑥0,𝑥0,𝜔q “ 𝐸, прийдемо до рiвностi
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

¨ 𝐶 “ 0. p36q

Для iснування ненульового вектора 𝐶 в (36) необхiдно i досить виконання
умови

det
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

“ 0. p37q
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Конкретизуємо вигляд лiвої частини характеристичного рiвняння (37), вра-
хувавши вигляд матриць 𝑃 , 𝑄 та (34)

det
´

𝑃 `𝑄 ¨ r𝐵p𝑥𝑛,𝑥0,𝜔q
¯

“ det

ˆˆ

𝑝11 𝑝12
0 0

˙

`

ˆ

0 0
𝑞21 𝑞22

˙

¨

ˆ

𝑏11p𝜔q 𝑏12p𝜔q
𝑏21p𝜔q 𝑏22p𝜔q

˙˙

“

“ det

ˆ

𝑝11 𝑝12
𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔q 𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔q

˙

“

“ 𝑝11 ¨ p𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔qq ´ 𝑝12 ¨ p𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔qq.

Сформулюємо наступне твердження.

Зауваження 1. Характеристичне рiвняння задачi на власнi значення (28),
(29) має вигляд

𝑝11 ¨ p𝑞21𝑏12p𝜔q ` 𝑞22𝑏22p𝜔qq ´ 𝑝12 ¨ p𝑞21𝑏11p𝜔q ` 𝑞22𝑏21p𝜔qq “ 0. p38q

Як вiдомо [13], коренi характеристичного рiвняння (38), якi є власними зна-
ченнями задачi (28), (29), є дiйсними та рiзними.

Для знаходження ненульового вектора 𝐶 пiдставимо в рiвнiсть (36) 𝜔𝑘 замiсть
𝜔. Тодi прийдемо до векторної рiвностi

ˆ

𝑝11 𝑝12
𝑞21𝑏11p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏21p𝜔𝑘q 𝑞21𝑏12p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏22p𝜔𝑘q

˙

¨

ˆ

𝐶1

𝐶2

˙

“

ˆ

0
0

˙

,

яка еквiвалентна системi рiвнянь
"

𝑝11𝐶1 ` 𝑝12𝐶2 “ 0,
p𝑞21𝑏11p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏21p𝜔𝑘qq ¨ 𝐶1 ` p𝑞21𝑏12p𝜔𝑘q ` 𝑞22𝑏22p𝜔𝑘qq ¨ 𝐶2 “ 0.

p39q

Оскiльки виконується (38), то система (39) зводиться до рiвняння 𝑝11𝐶1 `

𝑝12𝐶2 “ 0, з якого знаходимо координати вектора 𝐶 при певних припущеннях на
коефiцiєнти матрицi 𝑃 :

1. 𝑝11 ‰ 0, 𝑝12 ‰ 0, поклавши 𝐶2 “ 1, маємо 𝐶1 “ ´
𝑝12

𝑝11
, тобто 𝐶 “

ˆ

´
𝑝12

𝑝11

1

˙

;

2. 𝑝11 ‰ 0, 𝑝12 “ 0, тодi 𝐶1 “ 0, а 𝐶2 P Rzt0u, наприклад, 𝐶2 “ 1, тобто 𝐶 “
ˆ

0
1

˙

;

3. 𝑝11 “ 0, 𝑝12 ‰ 0, тодi 𝐶2 “ 0, а 𝐶1 P Rzt0u, наприклад, 𝐶1 “ 1, 𝐶 “
ˆ

1
0

˙

.

Нехай 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q - нетривiальний власний вектор, що вiдповiдає власному зна-
ченню 𝜔𝑘. Справедливим є твердження.

Зауваження 2. Власнi вектори системи диференцiальних рiвнянь (30) з
крайовими умовами (31) мають структуру

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑘 P N.

Наслiдок. Власнi функцiї 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, як першi координати власних векторiв
𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, можна записати у виглядi

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
`

1 0
˘

¨ r𝐵p𝑥,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑘 “ 1,2,3, . . . . p40q
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Зокрема, оскiльки 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q має вигляд 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨ 𝜃𝑖, то з

(33) та (40) випливає, що

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q “
`

1 0
˘

¨ r𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖,𝜔𝑘q ¨ r𝐵p𝑥𝑖,𝑥0,𝜔𝑘q ¨ 𝐶, 𝑖 “ 0,𝑛´ 1. p41q

5. Побудова розв’язку 𝑣p𝑥,𝑡q мiшаної задачi (23) - (25). Розвинення
деякої функцiї 𝐹 p𝑥q в ряд Фур’є за власними функцiями 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q має вигляд

𝐹 p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

𝐹𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p42q

де коефiцiєнти Фур’є 𝐹𝑘 обчислюють за формулами

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑥𝑛ˆ

𝑥0

𝐹 p𝑥q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚p𝑥q 𝑑𝑥. p43q

Зауважимо, що }𝑋𝑘}
2 — квадрат норми власної функцiї 𝑋𝑘

}𝑋𝑘}
2
“

𝑥𝑛ˆ

𝑥0

𝑋2
𝑘p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚p𝑥q 𝑑𝑥. p44q

Уточнимо, якi ж умови задовольняє функцiя 𝐹 p𝑥q, щоб її можна було розви-
нути в ряд Фур’є. Вважатимемо, що 𝐹 p𝑥q — абсолютно неперервна функцiя, яка
має рiзнi аналiтичнi вирази на кожному з промiжкiв r𝑥𝑖;𝑥𝑖`1q, тобто допускає

зображення 𝐹 p𝑥q “
𝑛´1
ř

𝑖“0

𝐹𝑖p𝑥q ¨ 𝜃𝑖 на промiжку r𝑥0;𝑥𝑛s.

Покладемо

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨ 𝜃𝑖. p45q

Тодi для коефiцiєнтiв Фур’є 𝐹𝑘 з розвинення (42) та для квадратiв норми
функцiй 𝑋𝑘p𝑥q з формул (43) i (44) отримаємо:

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝐹𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚𝑖p𝑥q 𝑑𝑥,

}𝑋𝑘}
2
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝑋2
𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q ¨𝑚𝑖p𝑥q 𝑑𝑥.

Для розв’язання задачi (23) - (25) застосуємо метод власних функцiй [9], який
полягає в тому, що розв’язок задачi (23) - (25) шукаємо у виглядi

𝑣p𝑥,𝑡q “
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘p𝑡q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p46q
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де 𝑇𝑘p𝑡q — поки що невiдомi функцiї.
Оскiльки B

2𝑤
B𝑡2 входить в праву частину рiвняння (23), то розвинемо її в ряд

Фур’є за власними функцiями 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q крайової задачi (28), (29)

B2𝑤

B𝑡2
“

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. p47q

Пiдставляючи вираз (46) у (23) та враховуючи (47), отримаємо рiвнiсть

𝑚p𝑥q
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘
2
p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘p𝑡q
`

𝑎p𝑥q𝑋𝑘
1
p𝑥,𝜔𝑘q

˘1
´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q.

Враховуючи, що власнi функцiї 𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q задовольняють рiвняння (28), при-
ходимо до рiвностi

𝑚p𝑥q
8
ÿ

𝑘“1

𝑇𝑘
2
p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝜔2
𝑘𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q𝑇𝑘p𝑡q ´𝑚p𝑥q

8
ÿ

𝑘“1

𝑤𝑘p𝑡q𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q,

8
ÿ

𝑘“1

“

𝑇𝑘
2
p𝑡q ` 𝜔2

𝑘 ¨ 𝑇𝑘p𝑡q ` 𝑤𝑘p𝑡q
‰

¨𝑚p𝑥q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “ 0. p48q

Помножимо лiву i праву частини (48) на 𝑋𝑗p𝑥,𝜔𝑗q та проiнтегруємо за змiн-
ною 𝑥 на промiжку r𝑥0;𝑥𝑛q. Врахувавши ортогональнiсть власних функцiй, при-
ходимо до сукупностi диференцiальних рiвнянь

𝑇𝑘
2
p𝑡q ` 𝜔2

𝑘 ¨ 𝑇𝑘p𝑡q “ ´𝑤𝑘p𝑡q, 𝑘 “ 1,2,3, . . . . p49q

Загальний розв’язок кожного з диференцiальних рiвнянь (49) має вигляд

𝑇𝑘p𝑡q “ 𝑎𝑘 cos𝜔𝑘𝑡` 𝑑𝑘 sin𝜔𝑘𝑡´
1

𝜔𝑘

𝑡ˆ

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠, p50q

де 𝑎𝑘, 𝑑𝑘 — невiдомi сталi [14].

Позначимо 𝐼p𝑡q “ 1
𝜔𝑘

𝑡́

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠. Зауважимо, що 𝐼p0q “ 0,

𝐼 1𝑡p0q “ 0 [12].
Для визначення сталих 𝑎𝑘, 𝑑𝑘 розвинемо в ряди Фур’є за власними функцiями

𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q правi частини початкових умов (24)

Φ0p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

Φ0𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p51q

Φ1p𝑥q “
8
ÿ

𝑘“1

Φ1𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q, p52q

де Φ0𝑘, Φ1𝑘 — вiдповiднi коефiцiєнти Фур’є.
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З (50) випливає, що
𝑇𝑘p0q “ 𝑎𝑘, p53q

𝑇𝑘
1
p𝑡q “ ´𝑎𝑘𝜔𝑘 sin𝜔𝑘𝑡` 𝑑𝑘𝜔𝑘 cos𝜔𝑘𝑡´ 𝐼𝑡

1
p𝑡q,

звiдки
𝑇𝑘
1
p0q “ 𝑑𝑘𝜔𝑘. p54q

З (46), першої умови в (24), та врахувавши (51), одержуємо
8
ř

𝑘“1

𝑇𝑘p0q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “
8
ř

𝑘“1

Φ0𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. Звiдки, використовуючи (53), маємо

𝑇𝑘p0q “ 𝑎𝑘 “ Φ0𝑘.

Аналогiчно з (46), другої умови в (24), врахувавши (52), маємо
8
ř

𝑘“1

𝑇𝑘
1
p0q ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q “

8
ř

𝑘“1

Φ1𝑘 ¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q. Звiдки, використовуючи (54), знаходимо

𝑇𝑘
1
p0q “ 𝑑𝑘𝜔𝑘 “ Φ1𝑘, або 𝑑𝑘 “

Φ1𝑘

𝜔𝑘
.

Отже, остаточно отримуємо розв’язок мiшаної задачi (23) - (25) у виглядi
ряду

𝑣p𝑥,𝑡q “
8
ÿ

𝑘“1

¨

˝Φ0𝑘 cos𝜔𝑘𝑡`
Φ1𝑘

𝜔𝑘
sin𝜔𝑘𝑡´

1

𝜔𝑘

𝑡ˆ

0

sin𝜔𝑘p𝑡´ 𝑠q ¨ 𝑤𝑘p𝑠q 𝑑𝑠

˛

‚¨𝑋𝑘p𝑥,𝜔𝑘q.

p55q
6. Частковий випадок кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих час-

тин. При розв’язуваннi прикладних задач коефiцiєнти 𝑚𝑖 i 𝑎𝑖, правi частини 𝑓𝑖,
𝑖 “ 0,𝑛´ 1 зазвичай вважаються сталими, як наслiдок, коефiцiєнти 𝑚p𝑥q i 𝑎p𝑥q,
права частина 𝑓p𝑥q у рiвняннi (1) є кусково-сталими функцiями з розривами
першого роду в точках 𝑥1, 𝑥2,. . . , 𝑥𝑛´1. З врахуванням цього матриця у формулi

(10) прийме вигляд
ˆ

0 1
𝑎𝑖

0 0

˙

; вираз у формулi (11) обчислюється таким чином:

𝑏𝑖p𝑥,𝑠q “

𝑥ˆ

𝑠

1

𝑎𝑖
𝑑𝑧 “

𝑥´ 𝑠

𝑎𝑖
.

Тодi маємо матрицю

𝐵p𝑥𝑘,𝑥𝑖q “

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q

0 1

˛

‚“

¨

˝

1
𝑘´1
ř

𝑚“𝑖

𝑥𝑚`1´𝑥𝑚

𝑎𝑚

0 1

˛

‚

та вираз

𝜎𝑛 “
𝑛´1
ÿ

𝑚“0

𝑏𝑚p𝑥𝑚`1,𝑥𝑚q “
𝑛´1
ÿ

𝑚“0

𝑥𝑚`1 ´ 𝑥𝑚
𝑎𝑚

.
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За таких умов формули (13) та (14) набувають вигляду

𝑊 𝑖p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖p𝑥,𝑥𝑖q ¨ 𝑃 𝑖 `

˜

´𝑓𝑖
p𝑥´𝑥𝑖q

2

2𝑎𝑖

´𝑓𝑖p𝑥´ 𝑥𝑖q

¸

,

𝑊 𝑖´1p𝑥,𝑡q “ 𝐵𝑖´1p𝑥,𝑥𝑖´1q ¨ 𝑃 𝑖´1 `

˜

´𝑓𝑖´1
p𝑥´𝑥𝑖´1q

2

2𝑎𝑖´1

´𝑓𝑖´1p𝑥´ 𝑥𝑖´1q

¸

,

а також

𝑍𝑘 “

ˆ

𝐼𝑘´1p𝑥𝑘q

𝐼
r1s
𝑘´1p𝑥𝑘q

˙

“

˜

´𝑓𝑘´1
p𝑥𝑘´𝑥𝑘´1q

2

2𝑎𝑘´1

´𝑓𝑘´1p𝑥𝑘 ´ 𝑥𝑘´1q

¸

.

Матриця 𝐴p𝑥q “
ˆ

0 1
𝑎p𝑥q

´𝑚p𝑥q 𝜔2 0

˙

прийме вигляд 𝐴 “
ˆ

0 1
𝑎

´𝑚 𝜔2 0

˙

,

а матриця 𝐴𝑖p𝑥q “

ˆ

0 1
𝑎𝑖p𝑥q

´𝜔2𝑚𝑖p𝑥q 0

˙

матиме вигляд 𝐴𝑖 “

ˆ

0 1
𝑎𝑖

´𝜔2𝑚𝑖 0

˙

,

𝐹𝑘 “
1

}𝑋𝑘}
2 ¨

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑚𝑖

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝐹𝑖p𝑥q ¨𝑋𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q 𝑑𝑥,

}𝑋𝑘}
2
“

𝑛´1
ÿ

𝑖“0

𝑚𝑖

𝑥𝑖`1ˆ

𝑥𝑖

𝑋2
𝑘 𝑖p𝑥,𝜔𝑘q 𝑑𝑥.

Безпосередньою перевiркою переконуємось, що матриця Кошi системи (32)
на r𝑥𝑖,𝑥𝑖`1q має вигляд

r𝐵𝑖p𝑥,𝑠,𝜔q “

ˆ

cos𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q
sin𝛼𝑖p𝑥´𝑠q

𝑎𝑖𝛼𝑖

´𝑎𝑖𝛼𝑖 sin𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q cos𝛼𝑖p𝑥´ 𝑠q

˙

,

де 𝛼𝑖 “ 𝜔
b

𝑚𝑖

𝑎𝑖
.

Використовуючи вище описанi мiркування, формули (22), (9), (55) та (4),
одержуємо розв’язок задачi (1)–(3) у випадку кусково-сталих коефiцiєнтiв та пра-
вих частин.

Висновки. В данiй роботi за допомогою методу редукцiї розв’язування
вихiдної мiшаної крайової задачi для гiперболiчного рiвняння iз кусково-неперер-
вними за просторовою змiнною коефiцiєнтами та правими частинами зведено до
знаходження розв’язкiв двох взаємозв’язаних задач: квазiстацiонарної неоднорiд-
ної крайової задачi з найбiльш загальними локальними крайовими умовами та
мiшаної задачi з нульовими крайовими умовами для неоднорiдного рiвняння.

В частинному випадку кусково-сталих коефiцiєнтiв та правих частин всi скла-
довi розв’язкiв таких задач отримано в замкненiй формi. В основi побудови
розв’язкiв лежить концепцiя квазiпохiдних, яка дозволяє оминути проблему мно-
ження узагальнених функцiй.
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Таций Р.М., Чмырь О.Ю., Карабин О.О.
Общие краевые задачи для гиперболического уравнения с кусочно-непре-
рывными коэффициентами и правыми частями

Резюме

В данной работе рассмотрены общие краевые задачи для гиперболического уравнения с
кусочно-непрерывными по пространственной переменной коэффициентами и правыми
частями. Найдено решения таких задач с помощью концепции квазипроизводных, сов-
ременной теории систем линейных дифференциальных уравнений, классического мето-
да Фурье и метода редукции.
Ключевые слова: квазидифференциальное уравнение, краевая задача, матрица Коши,
задача на собственные значения, метод Фурье та метод собственных функций .

Tatsij R.M., Chmyr O.Yu., Karabyn O.O.
The total boundary value problems for hiperbolic equation with piecewise con-
tinuous coefficients and right parts

Summary

In this paper, the general boundary value problems for hyperbolic equation with piecewise

continuous on spatial variable coefficients and right parts was considered. The solutions such

problems were found by using a concept of quasi-derivatives, a modern theory of systems of

linear differential equations, the classical Fourier method and a reduction method.

Key words: kvazidifferential equation, the boundary value problem, the Cauchy matrix, the

eigenvalues problem, the method of Fourier and the method of eigenfunctions.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С
БЫСТРО МЕНЯЮЩЕЙСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

В работе для двучленного неавтономного дифференциального уравнения второго по-
рядка с быстро меняющейся при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелинейностью, где 𝑌0 равно либо нулю, ли-
бо ˘8 исследуется вопрос о существовании и асимптотическом поведении при 𝑡 Ò 𝜔

(𝜔 ď `8) 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q- решений в случае, когда 𝜆0 “ 1. В этом случае каждое такое
решение и его производная первого порядка являются быстро меняющимися функци-
ями при 𝑡 Ò 𝜔. Получены новые результаты о необходимых и достаточных условиях
существования 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений у рассматриваемого класса существенно нелинейных
неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, а также
об асимптотическом поведении при 𝑡 Ò 𝜔 таких решений и их производных первого
порядка. Эти результаты существенно дополняют исследования, проводимые в данном
направлении.
MSC: 34E05, 34E10, 26A12.
Ключевые слова: правильно меняющиеся функции, быстро меняющиеся функции, функ-
ции из класса Γ, существенно нелинейные дифференциальные уравнения, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-
решения, условия существования, асимптотическое поведение .

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦2 “ 𝛼0𝑝p𝑡q𝜙p𝑦q, p1q

где 𝛼0 P t´1,1u, 𝑝 : r𝑎,𝜔rÝÑs0, `8r- непрерывная функция, ´8 ă 𝑎 ă 𝜔 ď `8,
𝜙 : Δ𝑌0

ÝÑs0, ` 8r – дважды непрерывно дифференцируемая функция, такая,
что

𝜙1p𝑦q ‰ 0 при 𝑦 P Δ𝑌0 , lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙p𝑦q “

"

либо 0,
либо `8,

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝜙p𝑦q𝜙2p𝑦q

𝜙12p𝑦q
“ 1, p2q

𝑌0 равно либо нулю, либо ˘8, Δ𝑌0
- некоторая односторонняя окрестность 𝑌0.

Из условий (2) непосредственно вытекает, что

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q
“ ˘8, p3q

В силу (2) и (3) функция 𝜙 и ее производная первого порядка являются (см. моно-
графию М.Марича [1], Гл.3, §3.4, Леммы 3.2, 3.3, С. 91-92) быстро меняющимися
при 𝑦 Ñ 𝑌0.

Получена 10.09.2017 © Черникова А. Г., 2017
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Определение 1. Решение 𝑦 дифференциального уравнения p1q называется
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q– решением, где ´8 ď 𝜆0 ď `8, если оно определено на промежутке
r𝑡0,𝜔rĂ r𝑎,𝜔r и удовлетворяет следующим условиям

𝑦p𝑡q P Δ𝑌0
при 𝑡 P r𝑡0,𝜔r, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦p𝑡q “ 𝑌0, lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “

"

либо 0,
либо ˘8,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑦12p𝑡q

𝑦2p𝑡q𝑦p𝑡q
“ 𝜆0.

В работе [2] были установлены две теоремы о существовании и асимптотике
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q- решений уравнения (1) в особом случае, когда 𝜆0 “ 1. В этом случае
такие решения и их производные первого порядка являются быстроменяющимися
функциями при 𝑡 Ò 𝜔.

В настоящей работе при некоторых вполне естественных ограничениях на
коэффициент 𝑝 эти две теоремы будут дополнены новыми утверждениями, поз-
воляющими снять некоторые из жестких условий, которые использовались в [2]
при доказательстве фактического сушествования 𝑃𝜔p𝑌0,1q- решений с найденны-
ми асимптотическими представлениями.

Основные результаты. Введем необходимые для дальнейшего вспомо-
гательные обозначения. Неограничивая общности будем считать, что

Δ𝑌0
“

"

r𝑦0,𝑌0r, если Δ𝑌0 левая окрестность 𝑌0,
s𝑌0,𝑦0s, если Δ𝑌0

правая окрестность 𝑌0,

где 𝑦0 P R такое, что |𝑦0| ă 1 при 𝑌0 “ 0 и 𝑦0 ą 1 p𝑦0 ă ´1q при 𝑌0 “ `8 (при
𝑌0 “ ´8).

Далее, положим

𝜇0 “ sign𝜙1p𝑦q, 𝜈0 “ sign 𝑦0, 𝜈1 “

"

1, если Δ𝑌0 “ r𝑦0,𝑌0r,
´1, если Δ𝑌0 “s𝑌0,𝑦0s,

и введем следующие функции

𝐽10p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴10

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏, Φ1p𝑦q “

𝑦ˆ

𝐵1

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2𝜙

1
2 p𝑠q

,

где 𝑝0p𝑡q „ 𝑝p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔,

𝐴10 “

$

’

’

&

’

’

%

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏 ă `8,

𝑎, если
𝜔́

𝑎

𝑝
1
2
0 p𝜏q 𝑑𝜏 “ `8,

𝐵1 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑌0, если
𝑌0´
𝑦0

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2 𝜙

1
2 p𝑠q

“ const,

𝑦0, если
𝑌0´
𝑦0

𝑑𝑠

|𝑠|
1
2 𝜙

1
2 p𝑠q

“ ˘8.

Учитывая определение 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q–решения дифференциального уравнения (1),
заметим, что числа 𝜈0, 𝜈1 и 𝛼0 определяют знаки любого 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q–решения, его
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первой и второй произаводных (соответственно) в некоторой левой окрестности
𝜔. При этом ясно, что условия

𝜈0𝜈1 ă 0, если 𝑌0 “ 0, 𝜈0𝜈1 ą 0, если 𝑌0 “ ˘8,

и
𝜈1𝛼0 ă 0, если lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “ 0, 𝜈1𝛼0 ą 0, если lim

𝑡Ò𝜔
𝑦1p𝑡q “ ˘8,

являются необходимыми для существования таких решений.
Теперь укажем на некоторые свойства функции Φ1. Она сохраняет знак на

промежутке Δ𝑦0
, стремится либо к нулю, либо к ˘8 при 𝑦 Ñ 𝑌0 и является

возрастающей на Δ𝑌0 , поскольку на этом промежутке Φ11p𝑦q “ |𝑦|
´ 1

2𝜙´
1
2 p𝑦q ą 0.

Поэтому для нее существует обратная функция Φ´1
1 : Δ𝑍0

ÝÑ Δ𝑌0
, где в силу

второго из условий (2) и монотонного возрастания Φ´1
1

Δ𝑍0
“

"

r𝑧0,𝑍0r, если Δ𝑌0 “ r𝑦0,𝑌0r,
s𝑍0,𝑧0s, если Δ𝑌0

“s𝑌0,𝑦0s,
p4q

𝑍0 “ lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

Φ1p𝑦q “

"

либо 0,
либо `8,

𝑧0 “ Φ1p𝑦0q. p5q

Заметим, что
˜

𝜙
1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

¸1

“
1

|𝑦|
1
2𝜙

1
2 p𝑦q

„

1

2
´

1

2

𝜙p𝑦q

𝑦𝜙1p𝑦q
´
𝜙2p𝑦q𝜙p𝑦q

𝜙12p𝑦q



.

Отсюда с учетом условий (2) и (3) получим соотношение
˜

𝜙
1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

¸1

“
1

|𝑦|
1
2𝜙

1
2 p𝑦q

„

´
1

2
` 𝑜p1q



при 𝑦 Ñ 𝑌0.

Интегрируя это соотношение на промежутке от 𝑦0 до 𝑦 и учитывая правило
выбора предела интегрирования 𝐵1 в функции Φ1, приходим к выводу, что

Φ1p𝑦q “ ´
2𝜙

1
2 p𝑦q

|𝑦|
1
2𝜙1p𝑦q

r1` 𝑜p1qs при 𝑦 Ñ 𝑌0 p6q

Отсюда с учетом знака 𝜙1 также следует, что

signΦ1p𝑦q “ ´𝜇0 при 𝑦 P Δ𝑌0
. p7q

В силу (6) и (3) также имеем

Φ11p𝑦q

Φ1p𝑦q
“
|𝑦|´

1
2𝜙´

1
2 p𝑦q

Φ1p𝑦q
„ ´

𝜙1p𝑦q

2𝜙p𝑦q
при 𝑦 Ñ 𝑌0, p8q

Φ21p𝑦qΦ1p𝑦q

Φ121 p𝑦q
“ ´

1

2

|𝑦|´
1
2𝜙´

3
2𝜙1p𝑦q

”

𝜙p𝑦q
𝑦𝜙1p𝑦q ` 1

ı

Φ1p𝑦q

|𝑦|´1𝜙´1p𝑦q
„ 1 при 𝑦 Ñ 𝑌0. p9q
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Так как

lim
𝑧Ñ𝑍0

𝑧
`

𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq

˘1

𝜙pΦ1p𝑧qq
“ lim

𝑧Ñ𝑍0

𝑧𝜙1pΦ´1
1 p𝑧qqq|Φ1p𝑧q|

1
2𝜙

1
2 pΦ´1

1 p𝑧qq

𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq

“

“ lim
𝑦Ñ𝑌0

Φ1p𝑦q𝜙
1p𝑦q|𝑦|

1
2

𝜙
1
2 p𝑦q

“ ´2.

то функция 𝜙pΦ´1
1 p𝑧qq является правильно меняющейся функцией порядка -2 при

𝑧 Ñ 𝑍0.
Кроме указанных выше обозначений введем также вспомогательные функ-

ции:

𝐻10p𝑡q “
Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝜙
1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘ ,

𝑞10p𝑡q “
𝛼0𝜈1𝐽20p𝑡q

𝑝
1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

,

𝑞20p𝑡q “
𝜋𝜔p𝑡q𝑝

1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

|Φ´1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|
1
2

, 𝜋𝜔p𝑡q “

"

𝑡, если 𝜔 “ `8,
𝑡´ 𝜔, если 𝜔 ă `8,

𝐽20p𝑡q “

𝑡ˆ

𝐴20

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏,

где

𝐴20 “

$

’

’

&

’

’

%

𝑡0, если
𝜔́

𝑡0

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏 “ `8,

𝜔, если
𝜔́

𝑡0

𝑝0p𝜏q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

𝑑𝜏 ă `8,
𝑡0 P r𝑎,𝜔s.

Здесь функции 𝐻10, 𝑞10, 𝐽10 и 𝐽20 получены из функций 𝐻1, 𝑞1, 𝐽1 и 𝐽2 из
работы [2] заменой в них функции 𝑝 на 𝑝0.

Повторяя рассуждения доказательства теоремы 2.1 из работы [2] и учиты-
вая, что для 𝑃𝜔p𝑌0,1q- решения уравнения (1) lim

𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝑦
2
p𝑡q

𝑦1p𝑡q “ ˘8, легко сначала

убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть 𝑝p𝑡q „ 𝑝0p𝑡q при 𝑡 Ò 𝜔, где 𝑝0 : r𝑎,𝜔rÝÑs0, `8r – непре-
рывная функция. Тогда для существования у дифференциального уравнения p1q
𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений, необходимо чтобы соблюдались условия

𝛼0𝜈0 ą 0, 𝜇0𝜈1𝐽10p𝑡q ă 0 при 𝑡 Ps𝑎,𝜔r, p10q

𝜈1 lim
𝑡Ò𝜔

𝐽10p𝑡q “ 𝑍0, lim
𝑡Ò𝜔

𝜋𝜔p𝑡q𝐽
1
10p𝑡q

𝐽10p𝑡q
“ ˘8, p11q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q “ 1, lim
𝑡Ò𝜔

𝑞20p𝑡q “ ˘8. p12q
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Более того, для каждого такого решения имеют место асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

„

1`
𝑜p1q

𝐻10p𝑡q



при 𝑡 Ò 𝜔, p13q

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` 𝑜p1qs при 𝑡 Ò 𝜔. p14q

Теперь установим наиболее существенные дополнения к теореме 2.2 из работы
[2].

Теорема 2. Пусть

𝑝p𝑡q “ 𝑝0p𝑡qr1` 𝑟p𝑡qs, lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q “ 0, p15q

где 𝑝0 : r𝑎,𝜔rÝÑs0,`8r – непрерывно дифференцируемая функция и 𝑟 : r𝑎,𝜔rÝÑs´
1,`8r – непрерывная функция. Пусть, кроме того, выполняются условия p10q,
p11q, первое из условий p12q и существуют конечные или равные ˘8 пределы

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q
, lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. p16q

Тогда: 1) если 𝛼0𝜇0 ą 0, то у дифференциального уравнения p1q существует од-
нопараметрическое семейство 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений с представлениями p13q, p14q,
причем таких, производная которых удовлетворяет асимптотическому соот-
ношению

𝑦1p𝑡q “ 𝐽20p𝑡q

„

1

𝑞10p𝑡q
` 𝑜

´

|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

¯



при 𝑡 Ò 𝜔; p17q

2) если 𝛼0𝜇0 ă 0 и соблюдаются условия

lim
𝑡Ò𝜔

„

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞10p𝑡q𝐽 120p𝑡q



¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

˛

‚

2

“ 0, p18q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
“ 0, p19q

lim
𝑡Ò𝜔
r1´ 𝑞10p𝑡qs

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
“ 0, lim

𝑡Ò𝜔

𝑡́

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

|𝐻1p𝑡q|
1
2

“ 0, p20q

и

lim
𝑡Ò𝜔
|𝐻10p𝑡q|

1
2

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝑡qp𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q

˛

‚

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

ˇ

ˇ

ˇ

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝛼0p𝜆0´1q𝐽p𝑡qq

“ 0, p21q
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где 𝑡0 некоторое число из промежутка r𝑎,𝜔r, то уравнение p1q имеет по край-
ней мере одно 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решение, допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические пред-
ставления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝛼0p𝜆0 ´ 1q𝐽p𝑡qq

»

—

–

1`

¨

˝𝐻p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 12p𝜏q|𝐻p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽2p𝜏q

˛

‚

´1

𝑜p1q

fi

ffi

fl

, p22q

𝑦1p𝑡q “ 𝐽20p𝑡q

»

—

–

1

𝑞10p𝑡q
` |𝐻1p𝑡q|

´ 1
2

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡0

𝐽 12p𝜏q|𝐻1p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽2p𝜏q

˛

‚

´1

𝑜p1q

fi

ffi

fl

. p23q

Доказательство. . В [2] при доказательстве теоремы 2.2 было установлено,
что в случае существования конечного или равного ˘8 второго из пределов (16)
этим пределом может быть только ноль. Покажем, что первый из этих пределов
также равен нулю. Действительно, если бы этот предел был отличен от нуля, то
имели бы равенство

𝑞110p𝑡q “
𝛾p𝑡q𝐽 120p𝑡q

𝐽20p𝑡q
,

где функция 𝛾 непрерывна на некотором промежутке r𝑡0,𝜔rĂs𝑎,𝜔r и такова, что

lim
𝑡Ò𝜔

𝛾p𝑡q “

"

либо 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‰ 0,
либо ˘8.

Интегрируя это равенство на промежутке от 𝑡0 до 𝑡 и учитывая, что
𝑡́

𝑡0

𝐽 120p𝜏q𝑑𝜏
𝐽02p𝜏q

“

ln
ˇ

ˇ

ˇ

𝐽20p𝑡q
𝐽02p𝑡0q

ˇ

ˇ

ˇ
ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔, пришли бы к заключению, что

𝑞10p𝑡q ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔.

Однако, этого быть не может, так как выполняется первое из условий (12).
Значит,

lim
𝑡Ò𝜔

𝑞10p𝑡q𝐽02p𝑡q

𝐽 102p𝑡q
“ 0 и lim

𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. p24q

Кроме того, в силу второго из неравенств (10), первого из условий (11) и
(4), (5), (7) и (3) существует число 𝑡0 P r𝑎,𝜔r такое, что Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq P Δ𝑌0
при

𝑡 P r𝑡0,𝜔r, и
lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq “ 𝑌0, lim

𝑡Ò𝜔
𝐻10p𝑡q “ ˘8.

Теперь с использованием функций 𝐻10, 𝑞10, 𝐽10 и 𝐽20 скорректируем схему
доказательства теоремы 2.2 из работы [2] таким образом, чтобы снять наиболее
жесткие из ее условий.
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Сначала диференциальное уравнение (1) с помощью преобразования

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq `

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘𝑦1p𝑡q, 𝑦1p𝑡q “ 𝛼0𝐽20p𝑡qr1` 𝑦2p𝑡qs, p25q

точно также, как при доказательстве теоремы 2.2 из [2], сведем к системе диф-
ференциальных уравнений
$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑦11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
r´1` 𝑞10p𝑡q ` ℎ10p𝑡q𝑦1 ` 𝑞10p𝑡q𝑦2s ,

p26q

𝑦12 “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

r𝑟p𝑡q ` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1 ´ 𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1qs ,

где

ℎ10p𝑡q “ 𝑞10p𝑡q

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝜈1𝐽10p𝑡qq

и функция 𝑅p𝑡,𝑦1q такова, что для что для любого 𝜀 ą 0 существуют 𝛿 Ps0,1r и
𝑡1 P r𝑡0,𝜔r такие, что

|𝑅p𝑡,𝑦1q| ď p1` 𝜀q|𝑦1|
2 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r и 𝑦1 P 𝐷1𝛿 “ t𝑦1 : |𝑦1| ď 𝛿u. p27q

Выбрав произвольным образом число 𝜀 ą 0, далее систему уравнений (26)
рассмотрим на множестве

Ω “ r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿 ˆ𝐷2𝛿, где 𝐷𝑖𝛿 “ t𝑦𝑖 : |𝑦𝑖| ď 𝛿u p𝑖 “ 1,2q.

Чтобы доказать существование у дифференциального уравнения (1) реше-
ний, допускающих при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (13), (14), доста-
точно в силу замен (25) и первого из условий (12) установить, что у системы
дифференциальных уравнений (26) существуют решения, стремящиеся к нулю
при 𝑡 Ò 𝜔. Это можно осуществить, в частности, с использованием известных
результатов, полученных в работах [3], [4]. Чтобы воспользоваться этими резуль-
татами требуется довести систему (26) с помощью дополнительных преобразо-
ваний до вида, допускающего их применения. При этом следует позаботиться о
возможности снятия указанных ранее жестких ограничений в теореме 2.2, уста-
новленной ранее в [2].

Сначала применим к системе (26), преобразование

𝑦1p𝑡q “ 𝑥1p𝑡q, 𝑦2p𝑡q “ ´1`
1

𝑞10p𝑡q
` 𝑥2p𝑡q, p28q

суть которого состоит в том, чтобы убрать в первом уравнении системы неодно-
родное слагаемое. В результате этого преобразования получим систему диффе-
ренциальных уравнений

$

’

’

’

&

’

’

’

%

𝑥11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
rℎ10p𝑡q𝑥1 ` 𝑞10p𝑡q𝑥2s ,

𝑥12 “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

”

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
10p𝑡q

` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1 ´ 𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1q
ı

,
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Далее, применяя дополнительное преобразование

𝑥1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, 𝑥2p𝑡q “ |𝐻0p𝑡q|
´ 1

2 𝑣2p𝑡q, p29q

приведем эту систему к системе дифференциальных уравнений
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

𝑣11 “
𝜈1𝐽

1
10p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
|𝐻10p𝑡q|

´ 1
2

”

ℎ10p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
1
2 𝑣1 ` 𝑞10p𝑡q𝑣2

ı

,

𝑣12p𝑡q “
𝐽 120p𝑡q
𝐽20p𝑡q

|𝐻10p𝑡q|
1
2

”

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
20p𝑡q

` p1` 𝑟p𝑡qq𝑣1`

`

ˆ

1
2
𝜈0𝜇0𝐻

1
10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2
´ |𝐻10p𝑡q|

´ 1
2

˙

𝑣2 `𝑅p𝑡,𝑣1q



.

Обозначив через 𝛽0p𝑡q отношение множителей, которые стоят перед квадратными
скобнами в уравнениях этой системы и учитывая, что

𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙1

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽20p𝑡q

𝜙
1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝐽 120p𝑡q

˘ “

“
Φ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq𝜙
1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘ ¨
𝛼0𝜈1𝐽20p𝑡q

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜈1|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

“

“ 𝐻10p𝑡q𝑞10p𝑡q „ 𝐻10p𝑡q ÝÑ ˘8 при 𝑡 Ò 𝜔,

находим

𝛽0p𝑡q “
𝜈1𝐽

1
10p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2𝜙1

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽20p𝑡q

𝜙
1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

𝐽 120p𝑡q
|𝐻10p𝑡q|

´1 „

„ sign𝐻10p𝑡q “ 𝜈0𝜇0 при 𝑡 Ò 𝜔. p30q

Кроме того, нетрудно проверить, что здесь

𝐻 110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2

“ 𝑞10p𝑡q
”

𝜇0|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2 ` ℎ10p𝑡q𝐻
1
2
10p𝑡q

ı

. p31q

Наконец, сделав в последней системе дифференциальных уравнений замену неза-
висимой переменной, полагая

𝑥 “

𝑡ˆ

𝑡1

𝐽 120p𝜏q|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

𝐽20p𝜏q
, 𝑣1p𝑡q “ 𝑧1p𝜏q, 𝑣2p𝑡q “ 𝑧2p𝜏q, p32q

получим систему дифференциальных уравнений
"

𝑧11 “ 𝑐11p𝑥q𝑧1 ` 𝑐12p𝑥q𝑧2,
𝑧12 “ 𝑓p𝑥q ` 𝑐21p𝑥q𝑧1 ` 𝑐22p𝑥q𝑧2 ` 𝑍p𝑥,𝑧1q,

p33q

в которой

𝑓p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1

„

𝑟p𝑡q `
𝑞110p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝑞210p𝑡q𝐽
1
20p𝑡q



, 𝑐11p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1𝛽0p𝑡qℎ10p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
1
2 ,
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𝑐12p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1𝛽0p𝑡q𝑞10p𝑡q, 𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1r1` 𝑟p𝑡qs,

𝑐22p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1

˜

1

2

𝜈0𝜇0𝐻
1
10p𝑡q𝐽20p𝑡q

𝐽 120p𝑡q|𝐻10p𝑡q|
3
2

´ |𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

¸

, 𝑍p𝑥p𝑡q,𝑧1q “ 𝛼0𝜈1𝑅p𝑡,𝑣1q.

Так как 𝑥1p𝑡q ą 0 при 𝑡 P r𝑡1,𝜔r и 𝑥p𝑡q ÝÑ `8 при 𝑡 Ò 𝜔, то данная система
заданна на множестве r0, ` 8rˆ𝐷1𝛿 ˆ 𝐷2𝛿, причем в ней в силу (3), (15), (24),
(30), (31) и первых из условий (10), (12), а также (27)

lim
𝑥Ñ`8

𝑓p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐11p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐12p𝑥q “ 𝛼0𝜈0𝜈1𝜇0 “ 𝜈1𝜇0,

lim
𝑥Ñ`8

𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1, lim
𝑥Ñ`8

𝑐22p𝑥q “ 0,

|𝑍p𝑥,𝑧1q| ď p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑥 P r0,`8r и |𝑧1| ď 𝛿.

Поэтому данная система уравнений допускает применения к ней результатов из
работ [3], [4].

Характеристическое уравнение предельной матрицы коэффициентов

𝐶 “

ˆ

0 𝜈1𝜇0

𝛼0𝜈1 0

˙

линейной части системы (33) имеет вид

𝜌2 ´ 𝛼0𝜇0 “ 0. p34q

Если 𝛼0𝜇0 ą 0, то корнями алгебраического уравнение (34) являются веще-
ственные числа разных знаков. В этом случае согласно 2.2 из работы [3] система
дифференциальных уравнений (33) имеет однопараметрическое семейство реше-
ний p𝑧1,𝑧2q : r𝑥˚, ` 8rÝÑ R2 p𝑥˚ ě 0q, стремящихся к нулю при 𝑥 Ñ `8.
Каждому из них в силу замен (25), (28), (29) и (32) соответствует решение
𝑦 : r𝑡˚,𝜔rÝÑ R p𝑡˚ P r𝑎,𝜔rq дифференциального уравнения (1), допускающее
асимптотические представления (13), (17). Следовательно, справедливо первое
утверждение теоремы.

Если же 𝛼0𝜇0 ă 0, то алгебраическое уравнение (34) имеет чисто мнимые
корни 𝜌1,2 “ ˘𝑖. В этом случае при выполнении условий (18) - (21) система диф-
ференциальных уравнений (33) имеет на основании теоремы 2.2 из работы [4]
хотя бы одно p𝑧1,𝑧2q : r𝑥0, ` 8rÝÑ R2 p𝑥˚ ě 0q, удовлетворяющее асимптотиче-
ским соотношениям

𝑧𝑖p𝑥q “ 𝑜

ˆ

1

𝑥

˙

p𝑖 “ 1,2q при 𝑥Ñ `8.

Этому решению в силу замен (25), (28), (29) и (32) соответствует решение 𝑦 :
r𝑡˚,𝜔rÝÑ R p𝑡˚ P r𝑎,𝜔rq дифференциального уравнения (1), допускающее при
𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления (22), (23).

Теорема полностью доказана.
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Теорема 3. Пусть функция 𝑝 представима в виде p15q, выполняются усло-
вия p10q, p11q, второе из условий p12q и существуют конечные или равные ˘8
пределы

lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

ˇ

ˇΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

ˇ

ˇ

1
2

˛

‚

1

, p35q

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. p36q

Тогда: 1) если 𝜆0𝜇0 ą 0, то дифференциальное уравнение (1) имеет однопа-
раметрическое семейство 𝑃𝜔p𝑌0,1q – решений, допускающих асимптотические
представления (13), (14), причем таких, производная которых удовлетворяет
при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотическому соотношению

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` |𝐻10p𝑡q|

´ 1
2 𝑜p1qs; p37q

2) если 𝜆0𝜇0 ă 0 и выполняются условия

lim
𝑡Ò𝜔
|𝐻10p𝑡q|

1
2ℎ20p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 “ 0, p38q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑟p𝑡q

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 “ 0, p39q

lim
𝑡Ò𝜔

𝑡́

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

|𝐻10p𝑡q|
1
2

“ 0, p40q

lim
𝑡Ò𝜔
r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡qs

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

2

“ 0, p41q

где 𝑡1 P r𝑎,𝜔r,

ℎ20p𝑡q “

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦“Φ´1p𝜈1𝐽10p𝑡qq

,

ℎ30p𝑡q “
𝜈1Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2

˛

‚

1

,

то дифференциальное уравнение (1) имеет по крайней мере одно 𝑃𝜔p𝑌0,1q – ре-
шение допускающее при 𝑡 Ò 𝜔 асимптотические представления

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

»

—

–

1`

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

´1

𝑜p1q

𝐻10p𝑡q

fi

ffi

fl

, p42q
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𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2ˆ

ˆ

»

—

–

1`

¨

˝

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏

˛

‚

´1

|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2 𝑜p1q

fi

ffi

fl

. p43q

Доказательство. В случае существования конечного или равного ˘8 пре-
дела (36), как было уже ранее установлено, он может быть равен только нулю.
С использованием второго из условий (12) нетрудно также показать, что предел
(35) также равен нулю. Таким образом имеем

lim
𝑡Ò𝜔

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

𝑝0p𝑡q𝜙
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

¨

˝

𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

ˇ

ˇΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

ˇ

ˇ

1
2

˛

‚

1

“ 0, p44q

lim
𝑦Ñ𝑌0
𝑦PΔ𝑌0

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯1

´

𝜙1p𝑦q
𝜙p𝑦q

¯2

d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

𝑦𝜙1p𝑦q

𝜙p𝑦q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. p45q

Теперь уравнение (1) с помощью преобразования

𝑦p𝑡q “ Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq `

𝜙pΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙1pΦ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝑦1p𝑡q,

𝑦1p𝑡q “ 𝜈1𝑝
1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2

`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq

˘

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 r1` 𝑦2p𝑡qs

p46q

сведем c учетом условий (2.9) к системе дифференциальных уравнений

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

𝑦11 “
𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q|Φ

´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2 𝜙1pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

𝜙
1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq
rℎ20p𝑡q𝑦1 ` 𝑦2s ,

𝑦12 “
𝛼0𝜈1𝑝

1
2
0 p𝑡q𝜙

1
2 pΦ´1

1 p𝜈1𝐽10p𝑡qqq

|Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝑡qq|

1
2

r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡q ` p1` 𝑟p𝑡qq𝑦1´

´p1` ℎ30p𝑡qq𝑦2 `𝑅p𝑡,𝑦1qs ,

p47q

где функции ℎ20, ℎ30 определены в формулировке теоремы и функция 𝑅p𝑡,𝑦1q
такова, что для что для любого 𝜀 ą 0 существуют 𝛿 Ps0,1r и 𝑡1 P r𝑡0,𝜔r такие, что
выполняется неравенство (27).

Выбрав произвольным образом число 𝜀 ą 0 далее систему (47) рассмотрим
на множестве r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿 ˆ𝐷2𝛿, где 𝐷𝑖𝛿 “ t𝑦𝑖 P R : |𝑦𝑖| ď 𝛿u p𝑖 “ 1,2q.

Применяя к системе (47) последовательно два преобразованияч

𝑦1p𝑡q “ 𝑣1p𝑡q, 𝑦2p𝑡q “ |𝐻10p𝑡q|
1
2 𝑣2p𝑡q p48q

𝑥 “

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏, 𝑣1p𝑡q “ 𝑧1p𝑥q, 𝑣2p𝑡q “ 𝑧2p𝑥q, p49q
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получим систему дифференциальных уравнений
$

&

%

𝑧11 “ 𝑐11p𝑥q𝑧1 ` 𝑐12p𝑥q𝑧2,

𝑧12 “ 𝑓p𝑥q ` 𝑐21p𝑥q𝑧1 ` 𝑐22p𝑥q𝑧2 ` 𝑍p𝑥,𝑧1q,
p50q

в которой

𝑓p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1r𝑟p𝑡q ´ ℎ30p𝑡qs, 𝑍p𝑥p𝑡q,𝑧1q “ 𝛼0𝜈1𝑅p𝑡,𝑧1q,

𝑐11p𝑥p𝑡qq “ 𝜈1𝜇0|𝐻10p𝑡q|
1
2ℎ20p𝑡q, 𝑐12p𝑥p𝑡qq “ 𝜈1𝜇0,

𝑐21p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1r1`𝑟p𝑡qs, 𝑐22p𝑥p𝑡qq “ 𝛼0𝜈1|𝐻10p𝑡q|
´ 1

2

„

´
1

2
´ ℎ30p𝑡q `

1

2
ℎ20p𝑡q𝐻10p𝑡q



.

Кроме того, с учетом второго из условий (12) имеем

lim
𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

𝑝
1
2
0 p𝜏q|𝜙

1
`

Φ´1
1 p𝜈1𝐽10p𝜏qq

˘

|
1
2 𝑑𝜏 ě lim

𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

|𝐻10p𝜏q|
1
2 𝑑𝜏

|𝜋𝜔p𝜏q|
ě

ě lim
𝑡Ò𝜔

𝑡ˆ

𝑡1

𝑑𝜏

|𝜋𝜔p𝜏q|
“ lim

𝑡Ò𝜔

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln
𝜋𝜔p𝑡q

𝜋𝜔p𝑡1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ `8.

Поэтому 𝑥p𝑡q ÝÑ `8 при 𝑡 Ò 𝜔, 𝑥1p𝑡q ą 0 при 𝑡 Ps𝑡1,𝜔r и в силу условий (15), (44),
(45), (27)

lim
𝑥Ñ`8

𝑓p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐11p𝑥q “ 0, lim
𝑥Ñ`8

𝑐12p𝑥q “ 𝜈1𝜇0,

lim
𝑥Ñ`8

𝑐21p𝑥q “ 𝛼0𝜈1, lim
𝑥Ñ`8

𝑐22p𝑥q “ 0,

|𝑍p𝑥,𝑧1q| ď 𝛼0𝜈1p1` 𝜀q|𝑧1|
2 при 𝑥 P r0,`8r и |𝑧1| ď 𝛿.

При этом характеристическое уравнение предельной матрицы икоэффициентов
линейной части системы (50) имеет вид (34).

Значит, система дифференциальных уравнений (50) является системой та-
кого же типа, как и система (33), полученная при доказательстве предыдущей
теоремы 2. Поэтому точно таким же образом, как при доказательстве теоремы
2, с использованием теорем из работ [3], [4] и преобразований (46), (48), (49)
убеждаемся в справедливости всех утверждений теоремы 3.

Замечание 1. Если записать явный вид функции 𝑅p𝑡,𝑦1q из доказатель-
ства теорем 2 и 3, то c использованием свойств быстроменяющихся функций
нетрудно установить, что она удовлетворяет условию Липшица по перемен-
ной 𝑦1 на множестве r𝑡1,𝜔rˆ𝐷1𝛿. Ввиду этого факта решение уравнения p1q с
асимптотиками p22q и p23q p p42q и p43q q из второго утверждения теоремы 2
p соответственно, теоремы 3 q является единственным.

Заключение. В настоящей работе при вполне ественных ограничениях на
коэффициент 𝑝 дифференциального уравнения (1) получены существенные до-
полнения к результатам работы [2] о существовании и асимптотическом поведе-
нии 𝑃𝜔p𝑌0,1q– решений этого уравнения. Установленные в данной работе теоремы
являются новыми для изучаемого здесь класса дифференциальных уравнений с
быстро меняющейся нелинейностью.
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Чернiкова А. Г.
Асимптотична поведiнка розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з швидко змiнною нелiнiйнiстю

Резюме

В роботi для двочленого неавтономного диференцiального рiвняння другого порядка
з швидко змiнною при 𝑦 Ñ 𝑌0 нелiнiйнiстю, де 𝑌0 дорiвнює або нулю, або ˘8, до-
слiджується питання про iснування та асимптотичну поведiнку при 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8)
𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-розв’язкiв у випадку, коли 𝜆0 “ 1. У цьому випадку кожний такий розв’язок
i його похiдна першого порядку є швидко змiнними функцiями при 𝑡 Ò 𝜔. Одержанi
новi результати про необхiднi та достатнi умови iснування 𝑃𝜔p𝑌0,1q-розв’язкiв у розгля-
даємого классу iстотно нелiнiйних неавтономних звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку, а також про асимптотичну поведiнку при 𝑡 Ò 𝜔 таких розв’язкiв та
їх похiдних першого порядку, що суттєво доповнюють попереднi дослiдження у цьому
напрямку.
Ключовi слова: правильно змiннi функцiї, швидко змiннi функцiї, функцiї з класу
Γ, iстотно нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q– розв’язки, умови iснуван-
ня, асимптотична поведiнка .

Chernikova A. G.
Asymptotic behaviour of solutions of second-order differential equations with
rapid varying nonlinearities

Summary

In the present paper the question of existence and asymptotic, as 𝑡 Ò 𝜔 (𝜔 ď `8), behaviour

of 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q-solutions of a binomial non-autonomous 2-nd order differential equation with

rapidly varying nonlinearities, as 𝑦 Ñ 𝑌0, where 𝑌0 is equal either to zero or to ˘8 in

case, when 𝜆0 “ 1, is investigated. In this case each of such solutions and its derivative

of first order are rapidly varying functions, as 𝑡 Ò 𝜔. There have been obtained new re-

sults of necessary and sufficient existence conditions of 𝑃𝜔p𝑌0,1q–solutions of the considered

class of essentially nonlinear non-autonomous second order ordinary differential equations

and asymptotic representations, as 𝑡 Ò 𝜔, of such solutions and their first order derivatives.

These results are essentially complement the research, conducted in this direction.
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Key words: regularly varying functions, rapidly varying functions, de Haan klass of func-

tions, essentially nonlinear differential equations, 𝑃𝜔p𝑌0,𝜆0q – solutions, conditions of exis-

tence, asymptotic behaviour.
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ГРАНИЧНА РIВНОВАГА ПЛАСТИНИ IЗ ЗАПОВНЕНОЮ
ЩIЛИНОЮ ПIД ДIЄЮ РОЗТЯГУ ТА ЗГИНУ

В рамках класичної двовимiрної теорiї пластин розглянуто задачу про розтяг
та згин пружної пластини, послабленої вузькою прямолiнiйною щiлиною, заповненою
низькомодульним матерiалом. Для включення малої ширини прийнято гiпотезу пру-
жного вiнклерiвського прошарку. Сформульовано крайову задачу для пари бiгармонi-
чних рiвняннь з ускладненими крайовими умовами на розрiзi. Побудовано аналiтичний
розв’язок сингулярних iнтегродиференцiальних рiвнянь задачi для випадку елiптичної
форми щiлини та рiвномiрного комбiнованого навантаження. Особлива увага придiля-
ється питанню граничної рiвноваги композицiї. Розглянуто два механiзми руйнування:
розтрiскування пластини бiля вершин щiлини та порушення цiлiсностi заповнювача. По-
будовано дiаграми граничного стану пластини iз заповненою щiлиною за умов двопара-
метричного навантаження. Ключовими параметрами, якi визначають успiх вiдновлення
утримувальної здатностi пластини з трiщиною для заданої траєкторiї навантаження, є
вiдносна жорсткiсть та вiдносна мiцнiсть включення.
MSC: 74R10.
Ключовi слова: пластина, заповнена щiлина, розтяг, згин, руйнування, гранична рiв-
новага .

Вступ. Для сучасного матерiалознавства актуальною є проблема продов-
ження термiну експлуатацiї вiдповiдальних конструкцiй. Продуктивним засобом
вiдновлення пошкоджених виробiв вважається iн’єкцiйна технологiя залiковува-
ння трiщиноподiбних дефектiв [1]. Заповнення щiлини iншим матерiалом може
суттєво розвантажити областi поблизу її вершин. Однак, заповнювач щiлини,
розвантажуючи її окiл, сам сприймає частину зовнiшнього навантаження. То-
му врахування концентрацiї напружень у пiдкрiпленнi є обов’язковим елементом
прогнозування мiцностi вiдновлюваних композицiй.

Рiвновагу тiл iз заповненими податливим матерiалом трiщинами часто роз-
глядають в рамках моделi прошарку Вiнклера i зводять задачу до розв’язання
iнтегродиференцiальних рiвнянь вiдносно стрибкiв перемiщень на розрiзах. У та-
кiй постановцi дослiджено багато плоских та просторових задач [1]– [4]. Модель
трiщини, частково залiкованої неконтрастним матерiалом запропоновано в пу-
блiкацiях [5, 6]. Стосовно задач деформування тонкостiнних конструкцiй вiдомi
працi, зокрема [7]– [15], в яких розглядалися тонкостiннi включення з довiльною
жорсткiстю.У цiй статтi розглядаємо задачу про пружну та граничну рiвнова-
гу пластини, послабленої прямолiнiйною щiлиною, заповненою низькомодульним
матерiалом, за умов одночасної дiї розтягувального та згинального навантажень.
Мета дослiдження полягає у докладному аналiзi граничної рiвноваги композицiї
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з урахуванням мiцностi усiх компонент.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглянемо безмежну пластину p𝑥,𝑦,𝑧q P R2

ˆr´ℎ,ℎs,
яка послаблена наскрiзною щiлиною завдовжки 2𝑙 та завширшки 2𝑏 p𝑥q. Щiлина
повнiстю заповнена iн’єкцiйним матерiалом, який за припущенням набагато по-
датливiший вiд матерiалу пластини: 𝐸0{𝐸 Î 1. Дана композицiя перебуває пiд
дiєю мембранних сил розтягу 𝑛 та згинальних моментiв 𝑚, рiвномiрно розпо-
дiлених на безмежностi. Дослiджуємо вплив низькомодульного заповнювача на
пружну та граничну рiвновагу пластини з трiщиною.

Аналiз проведемо в рамках класичних теорiй плоского напруженого стану та
згину тонких пластин. Для моделювання прошарку заповнювача використаємо
модель Вiнклера, за якою нормальнi напруження у включеннi пропорцiйнi до
стрибка нормальних перемiщень на його берегах.

Крайова задача за умов симетрiї об’єкта та навантаженнями вiдносно осi
абсцис буде такою:

рiвняння рiвноваги:

ΔΔ𝜑 “ 0, ΔΔ𝑤 “ 0, p𝑥,𝑦q P R2z𝐿; p1q

крайовi умови на розрiзi:

𝑁𝑦 “ 𝐵0
r𝑢𝑦s

2𝑏p𝑥q
, 𝑀𝑦 “ ´𝐷0

r𝜗𝑦s

2𝑏p𝑥q
, 𝑦 “ 0, 𝑥 P p´𝑙,𝑙q; p2q

умови на безмежностi:

𝑁𝑦 “ 𝑛, 𝑁𝑥 “ 𝑁𝑥𝑦 “ 0, 𝑀𝑦 “ 𝑚, 𝑀𝑥 “𝑀𝑥𝑦 “ 0, p𝑥,𝑦q Ñ 8. p3q

Тут 𝜑, 𝑤 – функцiя напружень i прогин пластини, Δ – двовимiрний оператор
Лапласа, 𝑁𝑥, 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦 – мембраннi сили, 𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦 – згинальнi та крутний
моменти, r𝑢𝑦s – розкриття трiщини в серединнiй поверхнi пластини, r𝜗𝑦s – розрив
кута повороту нормалi на розрiзi; 𝐵0 “ 2𝐸0ℎ, 𝐷0 “ 2𝐸0ℎ

3{3, 𝐸0 – модуль Юнга
матерiалу заповнювача.

2. Iнтегродиференцiальне рiвняння задачi. Для розв’язання задачi (1)–
(3) використали метод сингулярних iнтегральних рiвнянь. Iнтегральнi вирази
сил та моментiв через похiднi вiд стрибкiв перемiщень та кута повороту нормалi
мають вигляд [10,11]:

𝑁𝑦p𝑥,0q “ 𝑛`
𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝑢𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
,

𝑀𝑦p𝑥,0q “ 𝑚´
𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝜗𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
, p4q

де 𝐵 “ 2𝐸ℎ, 𝐷 “ 2𝐸ℎ3{p3p1´ 𝜈q2q, 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга та коефiцiєнт Пуассона
матерiалу пластини.
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Першi доданки у виразах (4) – вiдповiдають напруженому становi бездефе-
ктної пластини, другi – показують вплив щiлини.

Пiдставивши вираз (4) у вiдповiднi умови (2), отримали сингулярнi iнтегро-
диференцiальнi рiвняння вiдносно розкриття трiщини та розриву кута повороту:

𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝑢𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
´

2𝐸0ℎ

2𝑏p𝑥q
r𝑢𝑦sp𝑥q “ ´𝑛,

𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

r𝜗𝑦s
1p𝜉q𝑑𝜉

𝜉 ´ 𝑥
´

2𝐸0ℎ
3

3 ¨ 2𝑏p𝑥q𝜗𝑦s
p𝑥q “ 𝑚, 𝑥 P p´𝑙,𝑙q. p5q

Цi рiвняння слiд розв’язувати за додаткових умов на кiнцях розрiзу:

r𝑢𝑦sp˘𝑙q “ 0, r𝜗𝑦sp˘𝑙q “ 0. p6q

3. Побудова розв’язку. За довiльної форми щiлини 𝑏p𝑥q розв’язок задачi
(5)–(6) будується лише числовими методами. У цiй статтi скористаємось можли-
вiстю [17] знайти аналiтичний розв’язок для випадку щiлини спецiальної форми,
а саме, елiптичної. Нехай

𝑏p𝑥q “ 𝛽
a

𝑙2 ´ 𝑥2,

де 𝛽 “ 𝑏0{𝑙, 2𝑏0 “ 2𝑏p0q – максимальна ширина трiщини.
Тодi у разi рiвномiрних навантажень розв’язок задачi буде:

r𝑢𝑦sp𝑥q “
4

𝐵

𝑛

1` 𝜔1

a

𝑙2 ´ 𝑥2,

r𝜗𝑦sp𝑥q “ ´
4

𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

𝑚

1` 𝜔3

a

𝑙2 ´ 𝑥2, p7q

де 𝜔1 “ 2𝜀{𝛽, 𝜔3 “ 2𝜅𝜀{p3𝛽q – ключовi безрозмiрнi параметри задачi, а 𝜀 “ 𝐸0{𝐸,
𝜅 “ 3p1` 𝜈q{p3` 𝜈q.

Коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль та моментiв поблизу вершин щiлини, нор-
мованi як у працi [11], знайшли за формулами:

𝐾𝑁 “
𝐵

4

a

𝑙2 ´ 𝑥2 lim
𝑥Ñ˘𝑙

r𝑢𝑦sp𝑥q
?
𝑙2 ´ 𝑥2

“
𝑛
?
𝑙

1` 𝜔1
,

𝐾𝑀 “ ´
𝐷p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q

4

a

𝑙2 ´ 𝑥2 lim
𝑥Ñ˘𝑙

r𝜗𝑦sp𝑥q
?
𝑙2 ´ 𝑥2

“
𝑚
?
𝑙

1` 𝜔3
. p8q

Пiдставляючи результат (7) в iнтегральнi подання (4), отримали також ви-
рази для зусилля та моменту в заповнювачi:

𝑁𝑦 “
𝑛𝜔1

1` 𝜔1
, 𝑀𝑦 “

𝑚𝜔3

1` 𝜔3
. p9q

Врахувавши результати (8), (9), можна вiдновити розподiл характеристик
напруженого стану по товщинi пластини та включення вiдповiдно:

𝑘1p𝑧q “
1

2ℎ

ˆ

𝐾𝑁 `
3𝑧

ℎ2
𝐾𝑀

˙

“
1

2ℎ

˜

𝑛
?
𝑙

1` 𝜔1
`

3𝑧

ℎ2
𝑚
?
𝑙

1` 𝜔3

¸

,
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𝜎𝑦p𝑧q “
𝑁𝑦

2ℎ
`

3𝑀𝑦

2ℎ2
𝑧 “

𝑛𝜔1

p1` 𝜔1q

1

2ℎ
`

𝑚𝜔3

p1` 𝜔3q

3𝑧

2ℎ2
. p10q

4. Оцiнка граничної рiвноваги. Розглядатимемо два механiзми руйнува-
ння: розтрiскування пластини у мiсцях високої концентрацiї напружень поблизу
вершини трiщини та порушення цiлiсностi iн’єкцiйного матерiалу, який бере на
себе частину зовнiшнього навантаження.

Для першого випадку скористаємось локальним силовим критерiєм лiнiйної
механiки руйнування [4]:

max
𝑧

𝑘1p𝑧q ď
𝐾1𝑐
?
𝜋
, p11q

а для другого – застосуємо класичну теорiю мiцностi заповнювача:

max
𝑧

𝜎𝑦p𝑧q ď r𝜎0s. p12q

Тут 𝐾1𝑐 – трiщиностiйкiсть матерiалу пластини, r𝜎0s – допустиме напруження
для матерiалу заповнювача.

Знайдемо найбiльшi значення функцiй у формулах (10):

max
𝑧

𝑘1p𝑧q “ 𝑘1pℎ sgn𝑚q “
1

2ℎ

ˆ

𝐾𝑁 `
3|𝐾𝑀 |
ℎ

˙

“

ˆ

𝑛

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
ℎp1` 𝜔3q

˙

?
𝑙

2ℎ
,

max
𝑧

𝜎𝑦p𝑧q “ 𝜎𝑦pℎ sgn𝑚q “
1

2ℎ

ˆ

𝑛𝜔1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|𝜔3

ℎp1` 𝜔3q

˙

,

i на пiдставi критерiїв (11), (12) дiстанемо оцiнки допустимих навантажень:

𝑛

2ℎ

1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
2ℎ2

1

1` 𝜔3
ď 𝜎0,

𝑛

2ℎ

𝜔1

1` 𝜔1
`

3|𝑚|
2ℎ2

𝜔3

1` 𝜔3
ď r𝜎0s, p13q

за яких зберiгається цiлiснiсть пластини та включення вiдповiдно.
Тут 𝜎0 “ 𝐾1𝑐{

?
𝜋𝑙 – Грiффiтсове напруження для розтягнутої пластини з

наскрiзною трiщиною завдовжки 2𝑙.
Запишемо нерiвностi (13) у безрозмiрних змiнних:

𝜎𝑡
1` 𝜔1

`
|𝜎𝑏|

1` 𝜔3
ď 1, p14q

𝜎𝑡𝜔1

1` 𝜔1
`

|𝜎𝑏|𝜔3

1` 𝜔3
ď 𝜂, p15q

де 𝜎𝑡 “ 𝑛{p2ℎ𝜎0q – безрозмiрне середнє напруження розтягу, 𝜎𝑏 “ 3𝑚{p2ℎ2𝜎0q

– безрозмiрне напруження згину на лицьовiй поверхнi, 𝜂 “ r𝜎0s{𝜎0 – вiдносний
показник мiцностi заповнювача.

Таким чином, безпечна область обмежена прямими, що описуються рiвнян-
нями у канонiчнiй формi:

𝜎𝑡
1` 𝜔1

`
|𝜎𝑏|

1` 𝜔3
“ 1, p16q
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𝜎𝑡

𝜂
`

1` 𝜔´1
1

˘ `
|𝜎𝑏|

`

1` 𝜔´1
3

˘ “ 1. p17q

Для пластини з незаповненою трiщиною (𝜀 “ 0, а отже 𝜔1 “ 0, 𝜔3 “ 0)
рiвняння граничної прямої буде:

𝜎𝑡 ` |𝜎𝑏| “ 1. p18q

5. Аналiз результатiв. Проаналiзуємо взаємне розташування лiнiй (16),
(17) та (18) залежно вiд значень параметрiв 𝜔 та 𝜂. Результати аналiзу проiлю-
строванi графiками (рис. 1), побудованими для 𝜔 “ 0,5, 𝜈 “ 1{3, 𝜅 “ 1,2.

Рис. 1. Дiаграми граничної рiвноваги пластини iз заповненою щiлиною

При 𝜂 ą 𝜔3 лiнiя (17) розташована ззовнi лiнiї (16) (рис. 𝑎q, отже безпечна
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область описується нерiвнiстю (14). Це означає, що композицiя руйнується шля-
хом розтрiскування пластини.

При 𝜂 ă 𝜔1 пряма (17) лежить ближче до початку координат (рис. 𝑐, 𝑑, 𝑒) –
спершу руйнується включення.

Промiжний варiант 𝜔1 ă 𝜂 ă 𝜔3 дає змiшаний тип руйнування (рис. 𝑏q, який
залежить вiд параметра траєкторiї простого навантаження 𝛼 “ 𝜎𝑏{𝜎𝑡.

Якщо переважає згин:

|𝛼| ą 𝛼1 “
1` 𝜔3

1` 𝜔1

𝜂 ´ 𝜔1

𝜔3 ´ 𝜂
,

то спершу руйнується включення, якщо ж переважає розтяг: |𝛼| ď 𝛼1, то розтрi-
скується пластина.

Розглянемо iще бiльш детально ситуацiю 𝜂 ă 𝜔1 (рис. 𝑐, 𝑑, 𝑒q. Якщо 𝜔3{p1`
𝜔3q ď 𝜂 ď 𝜔1, то лiнiя (17) лежить ззовнi лiнiї (18) (рис. 𝑐q, i ефект пiдкрiплення
досягається для будь-яких 𝛼.

У разi 𝜔1{p1` 𝜔1q ď 𝜂 ď 𝜔3{p1` 𝜔3q (рис. 𝑑q для переважного згину, коли

|𝛼| ě 𝛼2 “
𝜂 ´ 𝜔1{p1` 𝜔1q

𝜔3{p1` 𝜔3q ´ 𝜂
,

немає виграшу у пiдкрiпленнi (включення руйнується при менших навантажен-
нях, нiж пластина з незаповненою трiщиною), а за переважного розтягу (|𝛼| ď
𝛼2) незначне пiдвищення несучої здатностi присутнє.

Нарештi, для надто слабких заповнювачiв, коли 𝜂 ă 𝜔3{p1 ` 𝜔3q, лiнiя (17)
лежить найближче до початку координат (рис. 𝑒q, отже, нiякого позитивного
ефекту вiд пiдкрiплення не спостерiгається за будь-якої траєкторiї навантаження.

Висновки. Розглянута в статтi модель заповненої щiлини дозволяє аналi-
тично оцiнювати результати вiдновлення дефектних пластинчастих конструкцiй
за умов комбiнованого розтягу та згину. Ключовими параметрами, якi визна-
чають ефективнiсть пiдкрiплення пластини з трiщиною для заданої траєкторiї
навантаження, є показники вiдносної жорсткостi 𝜔 та вiдносної мiцностi 𝜂 запов-
нювача.
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Шацкий И. П., Курташ И. С.
Предельное равновесие пластины с заполненной щелью под действием рас-
тяжения и изгиба

Резюме

В рамках классической двухмерной теории пластин рассмотрена задача о растяжении и
изгибе упругой пластины, ослабленной узкой прямолинейной щелью, заполненной низ-
комодульным материалом. Для включения малой ширины принята гипотеза упругой
винклеровской прослойки. Сформулирована краевая задача для пары бигармонических
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уравнений с усложненными краевыми условиями на разрезе. Построено аналитическое
решение сингулярных интегродифференциальных уравнений задачи для случая эллип-
тической формы щели и равномерной комбинированной нагрузки. Особенное внимание
уделяется вопросу предельного равновесия композиции.. Рассмотрены два механизма
разрушения: растрескивание пластины возле вершин щели и нарушение целостности
заполнителя. Построены диаграммы предельного равновесия пластины с заполненной
щелью в условиях двупараметрического нагружения. Ключевыми параметрами, опре-
деляющими успех восстановления несущей способности пластины с трещиной для за-
данной траектории нагружения, являются относительная жесткость и относительная
прочность включения.
Ключевые слова: пластина, заполненная щель, растяжение, изгиб, разрушение, пре-
дельное равновесие .

Shatskyi I. P., Kurtash I. S.
Limiting equilibrium of plate with filled slit under tension and bending

Summary

The problem of tension and bending of an elastic plate weakened by narrow rectilinear slit

filled with low-modulus material is considered within framework the classical two-dimensional

plates theory. For the inclusion of narrow width the hypothesis of elastic Winkler’s layer

is accepted. The boundary problem for the pair of biharmonic equations with complicated

boundary conditions on the cut is formulated. The analytical solution of singular integrod-

ifferential equations of the problem is built for a case of elliptical form of slit and uniform

combined load. Special attention is paid to the issue of limited equilibrium of composition.

The two mechanisms of fracture are considered: cracking of the plate near the peak of a slit

and breach of filler integrity. The diagrams of limiting equilibrium of plate with filled slit

are built in conditions of two-parametric loading. The key parameters that determine the

success of wearing the bearing capacity of the cracked plate for a given loading trajectory

are the relative stiffness and relative strength of the filler.

Key words: plate, filled slit, tension, bending, fracture, limiting equilibrium.
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ВПЛИВ ГНУЧКОГО ПОКРИТТЯ НА ГРАНИЧНУ РIВНОВАГУ
ЦИЛIНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З ТРIЩИНАМИ ВЗДОВЖ
ТВIРНОЇ

Дослiджено задачу про розтяг цилiндричної оболонки, що пiдкрiплена гнучким
покриттям та мiстить двi колiнеарнi трiщини, якi напрямленi вдовж твiрної. Покриття
моделюється шарнiром, що з’єднує береги розрiзiв в однiй з лицьових поверхонь обо-
лонки. Сформульована задача теорiї пологих оболонок iз взаємозв’язаними крайовими
умовами на розрiзах. Методом сингулярних iнтегральних рiвнянь визначено напруже-
ний стан поблизу вершин трiщин та розподiл шарнiрної реакцiї в покриттi. Граничний
стан композицiї проаналiзовано з урахуванням критерiїв крихкого руйнування оболон-
ки та обмеженої мiцностi покриття. Перший механiзм реалiзується для оболонок малої
кривини (з короткими трiщинами), а другий – для оболонок великої кривини (з довги-
ми трiщинами). Дослiджено вплив параметрiв кривини серединної поверхнi оболонки
та взаємного розташування дефектiв на величину руйнiвного навантаження.
MSC: 74R10.
Ключовi слова: цилiндрична оболонка, гнучке покриття, колiнеарнi трiщини, грани-
чна рiвновага .

Вступ. Поширеним способом ремонту тонкостiнних конструкцiй задля вiд-
творення їх герметичностi та подовження ресурсу роботи є нанесення рiзного
роду захисних покрить, якi можуть сприймати частину зовнiшнього навантаже-
ння i тим самим зменшити напруження поблизу наявних пошкоджень. Розра-
хунки граничного стану складених конструкцiй необхiдно проводити, застосову-
ючи критерiї мiцностi i до основи, i до пiдкрiплення. Ранiше [1, 2] розроблено
модель для оцiнки впливу одностороннього гнучкого покриття на мiцнiсть пла-
стини з наскрiзною трiщиною. Гнучке покриття моделюється шарнiром, який
з’єднує береги розрiзу на однiй iз лицьових поверхонь пластини. У працях [3–5]
таку модель розвинуто для дослiдження рiвноваги тонких оболонок з трiщинами.
Зокрема, для малих параметрiв кривини побудовано аналiтичнi оцiнки гранично-
го навантаження вкритої необмежено мiцним покриттям оболонки з трiщиною,
орiєнтованою в головному напрямку серединної поверхнi. Числовий аналiз для
цилiндричної оболонки з iзольованою трiщиною проведено в роботах [6, 7]. Про-
блема взаємодiї дефектiв у вкритих оболонках дотепер не розглядалася.

Мета цього дослiдження — вивчити вплив одностороннього гнучкого покри-
ття на напружено-деформований стан та мiцнiсть пологої цилiндричної оболон-
ки, послабленої системою трiщин, розташованих уздовж твiрної, з урахуванням
обмеженої мiцностi пiдкрiплення. Аналiз проведено в широкому дiапазонi змiни
параметрiв кривини оболонки та вiддалi мiж дефектами.

Основнi результати

Надiйшла 24.09.2017 © Щербiй А. Б., 2017
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1. Постановка та iнтегральне рiвняння задачi. Розглянемо iзотропну
цилiндричну оболонку завтовшки 2ℎ з радiусом серединної поверхнi 𝑅, посла-
блену двома наскрiзними колiнеарними розрiзами завдовжки 2𝑙, якi розташованi
вздовж твiрної на вiдстанi 2𝑑 мiж їхнiми центрами (рис. 1). Нехай на одну iз ли-
цьових поверхонь оболонки нанесено гнучке покриття, яке деформується сумiсно
з пiдкладкою i здатне витримати доволi високi напруження. Оболонка зазнає рiв-
номiрного розтягу мембранними зусиллями 𝑝 “ const; решту поверхонь об’єкта
вважаємо вiльними вiд навантаження. В рамках теорiї пологих оболонок Кiрх-
гофа—Лява дослiджуємо напружений стан та граничну рiвновагу композицiї.

Рис. 1. Схема задачi та модель шарнiрного з’єднання

Уважаючи оболонку в зонi збурення напруженого стану пологою, виберемо
систему декартових координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 з центром посерединi правого розрiзу та
вiссю абсцис уздовж його лiнiї. Якщо прийняти гiпотезу Кiрхгофа про пряму
нормаль, то трiщини в оболонцi з абсолютно гнучким покриттям доцiльно мо-
делювати математичними розрiзами, береги яких з’єднанi шарнiрно в однiй iз
лицьових поверхонь оболонки 𝑧 “ 𝑠 ℎ (𝑠 “ `1 для зовнiшнього чи 𝑠 “ ´1 для
внутрiшнього пiдкрiплення). Iз урахуванням симетрiї об’єкта та навантаження
вiдносно осi абсцис такий пiдхiд призводить до задачi теорiї пологих оболонок iз
взаємопов’язаними крайовими умовами на розрiзах [3, 4]:

ΔΔ𝜙´
𝐵

𝑅

B2𝑤

B𝑥2
“ 0, ΔΔ𝑤 `

1

𝐷𝑅

B2𝜙

B𝑥2
“ 0, p𝑥,𝑦q P R2z𝐿; p1q

r𝑢𝑦s ´ 𝑠 ℎr𝜗𝑦s “ 0, 𝑀𝑦 ´ 𝑠 ℎp𝑁𝑦 ` 𝑝q “ 0, 𝑥 P 𝐿; p2q

𝑁𝑥 “ 𝑁𝑥𝑦 “ 𝑁𝑦 “ 0, 𝑀𝑥 “𝑀𝑥𝑦 “𝑀𝑦 “ 0, p𝑥,𝑦q Ñ 8. p3q

Тут 𝜙 – функцiя напружень, 𝑤 – прогин оболонки, Δ “ B2{B𝑥2`B2{B𝑦2 – оператор
Лапласа; r𝑢𝑦s – розкриття трiщини в базовiй поверхнi оболонки, r𝜗𝑦s – розрив
кута повороту нормалi p𝜗𝑦 “ B𝑤{B𝑦q; 𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑁𝑦 – мембраннi зусилля, 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦,
𝑀𝑦 – моменти; 𝐵 “ 2𝐸ℎ, 𝐷 “ 2𝐸ℎ3{p3p1´𝜈2qq, 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга та коефiцiєнт
Пуассона матерiалу оболонки; 𝐿 “ p´𝑙´2𝑑, 𝑙´2𝑑qYp´𝑙, 𝑙q – сукупнiсть розрiзiв.
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Сутнiсть даної постановки задачi вiдображають крайовi умови (2). Перша з
них означає неперервнiсть перемiщень на з’єднаних берегах розрiзiв, друга описує
реактивний момент, викликаний переносом контактної реакцiї з шарнiра у базову
поверхню оболонки.

Для побудови розв’язку задачi (1)–(3) скористалися методом сингулярних iн-
тегральних рiвнянь. Враховуючи, що дефекти перебувають в однакових умовах,
зусилля та моменти на лiнiї правої трiщини виразимо через похiднi вiд функцiй
стрибка [8–11]:

𝑁𝑦p𝑥, 0q “
𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

!

𝐾̃11p𝜉,𝑥qr𝑢𝑦s
1
p𝜉q ´𝐾̃13p𝜉,𝑥q𝑎r𝜗𝑦s

1
p𝜉q

)

𝑑𝜉,

𝑀𝑦p𝑥, 0q “
𝐵𝑎

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

!

𝐾̃31p𝜉,𝑥q r𝑢𝑦s
1
p𝜉q ´𝐾̃33p𝜉,𝑥q 𝑎r𝜗𝑦s

1
p𝜉q

)

𝑑𝜉. p4q

Тут
𝐾̃𝑖𝑗p𝜉,𝑥q “ 𝐾𝑖𝑗p𝜉 ´ 𝑥q `𝐾𝑖𝑗p𝜉 ` 𝑥` 2𝑑q, 𝑖,𝑗 “ 1,3;

𝐾11p𝜁q “ 𝛾 sgn 𝜁

ˆ

𝐵1kei
1 𝛾|𝜁|

2
´𝐵2ker

1 𝛾|𝜁|

2

˙

´

?
2𝛾

4
ˆ

„

p𝐵3 `𝐵4q

ˆ

ker2
𝛾|𝜁|

2
´ kei

𝛾|𝜁|

2

˙

`

` p𝐵4 ´𝐵3q

ˆ

kei2
𝛾|𝜁|

2
` ker

𝛾|𝜁|

2

˙

,

𝐾13p𝜁q “ 𝐾31p𝜁q “ ´𝜈𝛾 sgn 𝜁

ˆ

𝐵1ker
1 𝛾|𝜁|

2
´𝐵2kei

1 𝛾|𝜁|

2

˙

´

´

?
2p1´ 𝜈q𝛾

4

ˆ

p𝐵4 ´𝐵3qker
2 𝛾|𝜁|

2
´ p𝐵3 `𝐵4qkei

2 𝛾|𝜁|

2

˙

´

´

?
2p1` 𝜈q𝛾

4

ˆ

p𝐵3 `𝐵4q ker
𝛾|𝜁|

2
` p𝐵4 ´𝐵3q kei

𝛾|𝜁|

2

˙

,

𝐾33p𝜁q “ p1´ 𝜈
2q𝛾 sgn 𝜁

ˆ

𝐵1kei
1 𝛾|𝜁|

2
´𝐵2ker

1 𝛾|𝜁|

2

˙

`

`

?
2p1´ 𝜈q2𝛾

4

ˆ

p𝐵3 `𝐵4qker
2 𝛾|𝜁|

2
` p𝐵4 ´𝐵3qkei

2 𝛾|𝜁|

2

˙

`

`

?
2p1` 𝜈q2𝛾

4

ˆ

p𝐵4 ´𝐵3q ker
𝛾|𝜁|

2
´ p𝐵3 `𝐵4q kei

𝛾|𝜁|

2

˙

;

𝐵1 “ sin

?
2𝛾𝜁

4
sh

?
2𝛾𝜁

4
, 𝐵2 “ cos

?
2𝛾𝜁

4
ch

?
2𝛾𝜁

4
,

𝐵3 “ sin

?
2𝛾𝜁

4
ch

?
2𝛾𝜁

4
, 𝐵4 “ cos

?
2𝛾𝜁

4
sh

?
2𝛾𝜁

4
;

𝑎 “ ℎ{
a

3p1´ 𝜈2q, 𝛾2 “ 1{p𝑅𝑎q, kerp...q, keip...q – функцiї Томсона.
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Пiдставимо вирази (4) в крайову умову (2) на правому розрiзi. Виключаючи
функцiю r𝜗𝑦s, дiстаємо сингулярне iнтегральне рiвняння для знаходження роз-
риву перемiщень:

𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

𝐾p𝜉, 𝑥qr𝑢𝑦s
1
p𝜉q𝑑𝜉 “ ´𝑝, 𝑥 P p´𝑙, 𝑙q; p5q

𝐾p𝜉, 𝑥q “ 𝐾̃11p𝜉, 𝑥q ´ 2𝑠𝐾̃13p𝜉, 𝑥q{
a

3p1´ 𝜈2q ` 𝐾̃33p𝜉, 𝑥q{p3p1´ 𝜈
2qq.

На кiнцях розрiзу розв’язок рiвняння (5) повинен задовольняти умову:

r𝑢𝑦sp˘𝑙q “ 0. p6q

Якщо розглядати рiвнi колiнеарнi трiщини в оболонцi без покриття, то, пiд-
ставляючи iнтегральнi представлення (4) в класичнi крайовi умови 𝑁𝑦 ` 𝑝 “ 0,
𝑀𝑦 “ 0, 𝑥 P 𝐿, дiстаємо систему iнтегральних рiвнянь для знаходження розриву
перемiщення i кута повороту на правому розрiзi [7–9]:

𝐵

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

!

𝐾̃11p𝜉,𝑥qr𝑢̄𝑦s
1
p𝜉q ´𝐾̃13p𝜉,𝑥q𝑎r𝜗𝑦s

1
p𝜉q

)

𝑑𝜉 “ ´𝑝,

𝐵𝑎

4𝜋

𝑙ˆ

´𝑙

!

𝐾̃31p𝜉,𝑥q r𝑢̄𝑦s
1
p𝜉q ´𝐾̃33p𝜉,𝑥q 𝑎r𝜗𝑦s

1
p𝜉q

)

𝑑𝜉 “ 0, 𝑥 P p´𝑙, 𝑙q, p7q

з додатковими умовами:
r𝑢̄𝑦sp˘𝑙q “ 0, r𝜗𝑦sp˘𝑙q “ 0. p8q

За знайденими функцiями стрибка перемiщення i кута повороту нормалi об-
числюють коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль та моментiв:

𝐾˘𝑁 “ ¯
𝐵

4
lim

𝑥Ñ˘𝑙

a

2|𝑥¯ 𝑙| r𝑢𝑦s
1
p𝑥q,

𝐾˘𝑀 “ ˘p3´ 2𝜈 ´ 𝜈2q
𝐷

4
lim

𝑥Ñ˘𝑙

a

2|𝑥¯ 𝑙| r𝜗𝑦s
1
p𝑥q, p9q

а за виразами (4) – розподiл зусиль 𝑁p𝑥q у покриттi на лiнiї розрiзiв.
2. Критерiї руйнування. Перейдемо до розгляду можливих сценарiїв руй-

нування надтрiснутої оболонки з покриттям.
Вважаємо, що руйнування пiдкрiпленої оболонки з трiщинами може вiдбува-

тися двома шляхами: розповсюдження трiщин без порушення цiлiсностi покриття
та втрата несучої здатностi через розтрiскування покриття. Перший механiзм оцi-
нюємо енергетичним критерiєм лiнiйної механiки руйнування за комбiнованого
розтягу-згину [4,5, 7, 11]:

𝜋

4ℎ2𝐸

«

`

𝐾˘𝑁
˘2
`

3p1` 𝜈q

3` 𝜈

ˆ

𝐾˘𝑀
ℎ

˙2
ff

“ 2𝛾˚, p10q

де 𝛾˚ — густина ефективної поверхневої енергiї матерiалу.
Пiсля пiдстановки знайдених значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi (9) у кри-

терiй (10) визначаємо граничне навантаження 𝑝˘1˚, при якому настане розвиток
трiщини.
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Для оцiнки граничного стану покриття скористаємось класичною теорiєю мi-
цностi:

max
𝑥Pr´𝑙, 𝑙s

𝑁p𝑥q “ 𝑁˚, p11q

де 𝑁˚ — критична сила, яку здатне витримати покриття. Використавши зна-
йденi значення 𝑁p𝑥q, отримаємо граничне навантаження 𝑝2˚, при якому вiдбу-
деться руйнування покриття. За руйнiвне зусилля слiд, вочевидь, прийняти з
𝑝˚ “ min

 

𝑝`1˚, 𝑝
´
1˚, 𝑝2˚

(

.
Нарештi, опрацювавши розв’язки класичної задачi (7, 8), з критерiю (10)

знаходимо 𝑝˘3˚ та руйнiвне зусилля для оболонки з трiщинами без покриття 𝑝˚ “
min

 

𝑝`3˚, 𝑝
´
3˚

(

.
3. Аналiз результатiв. Числовий розв’язок задач (5), (6) та (7), (8) побу-

дували методом механiчних квадратур [8, 9] при 𝜈 “ 0,3.
Графiки, поданi на рис. 2, характеризують розподiл безрозмiрних зусиль в

покриттi на лiнiї трiщин для рiзних значеннях безрозмiрних параметрiв кривини
𝜆 “ 𝛾𝑙 “

`

3p1´ 𝜈2q
˘ 1{4

𝑙{
?
𝑅ℎ та вiдносної вiддалi мiж трiщинами 𝜌 “ 𝑙{𝑑. При

зростаннi параметра 𝜆 спостерiгаємо суттєве пiдвищення реактивного зусилля
в шарнiрi, особливо посерединi розрiзу. Залежнiсть реакцiї вiд параметра 𝜌 є
немонотонна.

Рис. 2. Розподiл реакцiї в шарнiрi 𝑁̃ “ 𝑁p𝑡q{𝑝, 𝑡 “ 𝑥{𝑙: злiва — залежнiсть вiд
параметра кривини 𝜆, справа — вiд параметра взаємного розташування трiщин 𝜌;

𝑠 “ 1 — зовнiшнє, 𝑠 “ ´1 — внутрiшнє покриття.

Залежностi безрозмiрних значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль та момен-
тiв, вiд параметра вiдносної вiддалi мiж трiщинами 𝜌 будували при фiксованих
значеннях параметра кривини 𝜆 (рис. 3). Вплив шарнiрного з’єднання берегiв
трiщини за розтягу оболонки проявляється у суттєвому зменшеннi коефiцiєн-
тiв iнтенсивностi зусиль та збiльшеннi коефiцiєнтiв iнтенсивностi моментiв. У
випадку з’єднання берегiв у внутрiшнiй поверхнi (𝑠 “ ´1q практично вiдсутня
немонотонна залежнiсть вiд параметра взаємного розташування дефектiв 𝜌.

Результати дослiдження граничної рiвноваги вкритої цилiндричної оболонки
з двома трiщинами вiдображено на рис. 4. Граничнi навантаження 𝑝1˚, отриманi
за критерiєм розтрiскування оболонки, можуть набувати значень як бiльших,
так i менших порiвняно з аналогiчно навантаженою пластиною.

Для випадку покриття на внутрiшнiй поверхнi оболонки спостерiгається не-
монотонна коливна залежнiсть навантаження 𝑝1˚ вiд параметра 𝜌 для ближнiх
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вершин дефектiв; у той же час за великих 𝜆 небезпечними виявляються дальнi
вершини трiщин (штриховi лiнiї лежать нижче вiд суцiльних). Бiльш iстотно та-
кий ефект спостерiгався при взаємодiї трiщин у оболонцi без покриття [11–13].
Натомiсть, у разi пiдкрiплення зовнiшньої поверхнi завжди небезпечними є бли-
жнi вершини розрiзiв, а коливання граничного навантаження вiдсутнi.

Рис. 3. Залежностi коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль та моментiв вiд взаємного
роташування трiщин: 𝐾̃𝑁 “ 𝐾𝑁{p𝑝

?
𝑙q, 𝐾̃𝑀 “ 𝐾𝑀{p𝑠𝑝ℎ

?
𝑙q (𝑠 “ 1 — зовнiшнє,

𝑠 “ ´1 — внутрiшнє покриття); ˜̄𝐾𝑁 “ 𝐾̄𝑁{p𝑝
?
𝑙q, ˜̄𝐾𝑀 “ 𝐾̄𝑀{p𝑝ℎ

?
𝑙q — обо-

лонка без покриття [11–13]; суцiльнi лiнiї вiдповiдають ближнiм, а штриховi —
дальнiм вершинам

Граничнi навантаження 𝑝2˚, розрахованi за мiцнiстю покриття, отримано при
𝑁˚{𝑝0 “ 1, 𝑝0 “ 2ℎ

a

2𝐸𝛾˚{p𝜋𝑙q. Для слабших покрить з меншим 𝑁˚ ординати
кривих 𝑝2˚ закономiрно зменшаться, усуваючи тим самим ефект пiдкрiплення.
Значення 𝑝2˚ iстотно знижуються при збiльшеннi параметра кривини 𝜆 i практи-
чно не залежать вiд параметра взаємного розташування дефектiв 𝜌. При малих
кривинах оболонки руйнiвним є навантаження 𝑝1˚ “ mint𝑝1˚,𝑝2˚u; при бiльших
кривинах – 𝑝2˚ “ mint𝑝1˚, 𝑝2˚u.

У часткових випадках 𝜆 “ 0 та 𝜌 “ 0 отримаємо вiдомi результати для колi-
неарних трiщин у вкритiй плаcтинi [14] та для поодинокої поздовжньої трiщини
у цилiндричнiй оболонцi з покриттям [7] вiдповiдно.
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Рис. 4. Руйнiвнi навантажен-
ня для цилiндричної оболон-
ки з поздовжнiми трiщина-
ми: 𝑝𝑖˚ “ 𝑝𝑖˚{𝑝0, 𝑝0 “

2ℎ
a

2𝐸𝛾˚{p𝜋𝑙q, 𝑠 “ 1 — зовнi-
шнє, 𝑠 “ ´1 — внутрiшнє по-
криття
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Висновки. Руйнiвне навантаження розтягу для цилiндричної оболонки з
двома трiщинами з покриттям на внутрiшнiй поверхнi (𝑠 “ ´1q немонотонно
залежить вiд параметрiв кривини та вiддалi мiж дефектами,а небезпечними мо-
жуть бути зовнiшнi вершини дефектiв. При малих кривинах оболонки руйнiвним
є навантаження, розрахованi за мiцнiстю болонки; при бiльших кривинах – за
мiцнiстю покриття. За будь-яким iз критерiїв пiдкрiплення оболонки ззовнi є ви-
гiднiшим, анiж зсередини. Для оцiнки мiцностi вкритих надтрiснутих оболонок
вирiшальне значення має врахування обмеженої мiцностi гнучкого покриття. Не-
мiцнi пiдкрiплення не дають вiдновлювального ефекту i не можуть визнаватися
ефективними.
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Щербий А. Б.
Влияние гибкого покрытия на предельное равновесие цилиндрической обо-
лочки с трещинами вдоль образующей

Резюме

Исследована задача о растяжении усиленной покрытием цилиндрической оболочки с
двумя коллинеарными дефектами, ориентированными вдоль образующей. Гибкое по-
крытие моделируется шарниром, соединяющим берега разрезов в одной из лицевых
поверхностей оболочки. Сформулирована задача теории пологих оболочек с взаимо-
связанными краевыми условиями на разрезах. Методом сингулярных интегральных
уравнений определенны напряженное состояние вблизи вершин трещин и распределе-
ние шарнирной реакции в покрытии. Предельное равновесие композиции проанализи-
ровано с учетом критериев хрупкого разрушения оболочки и ограниченной прочности
покрытия. Первый механизм реализуется для оболочек малой кривизны (с короткими
трещинами), второй – для оболочек большой кривизны (с длинными трещинами). Ис-
следовано влияние параметров кривизны срединной поверхности оболочки и взаимного
расположения дефектов на величину разрушающей нагрузки.
Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, гибкое покрытие, коллинеарные трещины,
предельное равновесие .

Shcherbii A. B.
Influence of flexible coating on limit equilibrium of cylindrical shell with
cracks along a generatrix

Summary

Elastic and limit equilibrium of tensioned shallow cylindrical shell weakened by two through
the thickness longitudinal cracks and enhanced by coating on one of the face surfaces is
studied in the two-dimensional formulation. The cracks in the shell with a flexible coating
are simulated by cuts with eccentrically hingedly connected edges. The boundary problem
for equations of classical shell theory with interrelated conditions of tension and bending
along the cutting lines is formulated within the framework of such model. The singular
integral equation for the unknown jump of normal displacement on the cracks edges has
been elaborated.

Based on numerical solutions of integral equation dependences of forces and moments
intensity factors in the vicinity of the defects tips and distribution of forces in the hinge joints
on the parameter of shell curvature and mutual distance between cracks are investigated.

To estimate the influence of flexible coating on the limit state of the thin-walled elements

of constructions with defects the combined fracture criterion which takes into account two

mechanisms: propagation of the crack along the shell body and disintegration of the coating

with limited strength were proposed. The first mechanism is implemented in the shell of

small curvature (with short cracks), and the second one – in the shell of big curvature (with

long cracks). It was discovered that enhancing of external surface of tensioned cylindrical

shell by coating is more efficient than enhancing of internal one. In addition, the limiting

load depends on distance between cuts nonmonotonically in case of strengthening of external
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face of shell.

Key words: cylindrical shell, flexible covering, collinear cracks, limit equilibrium.
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О
МНОГОМЕРНОМ РАНЦЕ

Работа посвящена созданию комбинаторных алгоритмов решения многомерной задачи
о ранце. Показана актуальность проблемы. Дан небольшой исторический анализ иссле-
дований и публикаций комбинаторных алгоритмов дискретной оптимизации. Обраще-
но внимание на сложность вычислений при решении такого рода задач. Предположено
использовать приближенные алгоритмы. В работе приведены три способа получения
приближенных решений, разработанных на идеях жадного алгоритма, генетического
алгоритма муравьиной колонии, а также некоторого комбинированного подхода. Сущ-
ность алгоритмов состоит в том, что конкретизация компонент вектора решений следует
сформированной приоритетной очереди. Согласно ей присваивается значение «1» пока
это допустимо. Получаемая последовательность зависит от использованной идеи. Зна-
чение целевой функции (рекорд) полученного решения является основой отсеивания
вариантов при его улучшении. Само улучшение осуществляется через двойственный
подход комбинаторных алгоритмов. Приведен числовой пример.
MSC: 68W25, 90C59.
Ключевые слова: комбинаторные методы, приближенное решение, многомерная зада-
ча о ранце, жадный алгоритм, муравьиная колония, рекорд, отсеивание.

Введение. Дискретные оптимизационные задачи находят широкое приме-
нение в различных областях, где используются математические методы для ана-
лиза происходящих там процессов. Необходимость решения таких задач предъ-
являет требования к разработке эффективных методов решения, позволяющих
оперативно получить достаточно хорошее, а при возможности и оптимальное ре-
шение.

В настоящее время разработаны современные методы и алгоритмы решения
задач дискретного программирования. Им посвящено множество научных разра-
боток, их изучают в высших учебных заведениях. Разработаны пакеты приклад-
ных программ, позволяющих решить ряд задач дискретного программирования.
Наиболее удачные алгоритмы и программы решений задач целочисленного ли-
нейного программирования.

Современные методы точного или приближенного решения задач дискрет-
ной оптимизации достаточно сложные. В их основе лежат задачи из классов NP
полных. Переход из класса NP полных к P полным – один из моментов, чему
уделяется достойное внимание. Модификация существующих классических ал-
горитмов, улучшающих скорость сходимости, наиболее распространенный прием
поиска быстродействующих алгоритмов.

Переход от алгоритмов поиска точного решения к алгоритмам поиска при-
ближенного решения представляется очень важным приемом, поскольку не все-
гда поиск математически точного решения является необходимым в реальных
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условиях. Понятие тонкостей вычислительной реализации комбинаторных алго-
ритмов позволяет их «направлять» на нужное русло при поиске особенностей
решаемых задач. Однако трудности, связанные с перебором большого количе-
ства вариантов, остается на повестке дня при совершенствовании алгоритмов.
Разработка правил отсеивания неперспективных подмножеств вариантов одна
из основных проблем совершенствования комбинаторных алгоритмов.

Несмотря на большие возможности персональных компьютеров и сервиза
программного обеспечения, вопрос оперативного получения достаточно хороших
решений в дискретной оптимизации актуален. В данной статье предлагается ряд
способов получения приближенных решений, основанных на идее жадных ал-
горитмов, алгоритмов муравьиной колонии, а также комбинированные подходы
имеющихся алгоритмов. Основной целью является получение алгоритма, пред-
определяющего вариант решения близкого к оптимальному за приемлемое время
и сложности вычислений.

Важным моментом в комбинаторных методах дискретной оптимизации яв-
ляется процесс отсеивания так называемых неперспективных вариантов. Чем
меньше вариантов пересматривается, тем скорость получения хорошего реше-
ния больше. Неперспективными вариантами решения принято называть те, ко-
торые заведомо, по каким-то причинам, не являются оптимальными вариантами.
Наличие рекордного значения близкого к оптимальному позволяет с ним сравни-
вать прогнозное значение целевой функции варианта и принимать решение о его
неперспективности. Работа фактически и посвящена формированию рекордных
значений целевой функции.

В работе также описан способ улучшения полученного приближенного ре-
шения, а в некоторых случаях и получения оптимального. Способ основывается
на двойственных алгоритмах [12], когда формирование решения начинается не
с нулевого вектора, как обычно, а с вектора, компоненты которого единичные.
Замена единиц нулями начинается с наименьшего значения компонента целевой
функции. В предполагаемой работе, эта замена не зависит непосредственно от
структуры целевой функции, а от способа, согласно которому, она появилась в
варианте решения.

Одним из основных комбинаторных алгоритмов, использующих конечность
множества вариантов дискретной оптимизации, является метод ветвей и границ.
Начало такого рода алгоритмов было предложено Лэнд и Дойг [1] для реше-
ния задач целочисленного линейного программирования (ЦЛП). Однако главный
толчок развития метода ветвей и границ дал метод Литла и др. [2] для решения
задачи о коммивояжере. Структура метода такова, что выделяются моменты,
которых можно модифицировать, учитывая особенности реальных задач. Метод
вызвал живой интерес для разработки новых и новых подходов. К примеру [3,4].

Несколько другое направление в комбинаторной алгоритмизации дало появ-
ление алгоритма Балаша [5], который породил новое, так называемое односто-
роннее выявление при решении задач линейного программирования с булевыми
переменными. На сегодняшний день есть алгоритмы, навеяны идеями Балаша (к
примеру [6,7]). Смысл алгоритма с односторонним ветвлением состоит в том, что
конкретизируются только единичные компоненты вектора решений. Невозмож-
ность поставить число «1» как компоненту вектора решений, предопределяет по-
лучение варианта решений. Полученный вариант либо совершенствуется с целью
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получения лучшего, либо является оптимальным, либо получили приближенное
решение.

Приближенные методы широко применяются при решении ЦЛП, так как для
точного нахождения решения может понадобиться значительные вычислитель-
ные средства. Современные приближенные методы обычно являются комбини-
рованными, содержащие элементы различных методов. В приближенных мето-
дах решение задачи проводится в два этапа: построение начального решения и
его улучшения. На первом этапе широко используются различные эвристические
приемы, построение на правдоподобиях о свойствах оптимального решения за-
дачи.

Среди приближенных методов ведущее место занимают так называемые жад-
ные методы, применяемые как самостоятельно, так и в сочетании с другими под-
ходами. Их несомненное преимущество состоит в том, что применение, скажем к
задаче о ранце, их трудоемкость в основном имеет линейный вид по отношению к
числу искомых величин. Жадные метода не гарантируют получение оптималь-
ного решения, но позволяют получить оценки вариантов так, что отклонение
приблизительного решения от оптимального не велико. Согласно жадным алго-
ритмам предпочтение отдается предметам с наибольшей количественной их оцен-
ки. Обзор по самим алгоритмам приведен [8]. Жадный алгоритм для решения
задачи о ранце описан в [9].

Новый перспективный подход к оптимизации базируется на имитации пове-
дения колонии муравьев. Интенсивным результатом кооперативного поведения
биологических муравьев является нахождение кратчайшего маршрута от источ-
ника пищи к гнезду. Алгоритмы оптимизации, имитирующие такое поведение
муравьев, предложены в начале девяностых в Италии [10].

Популяризация алгоритмов муравьиной колонии происходило довольно быст-
ро. Хорошие результаты получены для таких комбинаторных задач как задача о
коммивояжере, раскраске графа, календарного планирования. Подробнее см.[11].

В сущности сама алгоритмизация производится через поведение муравьев
при перемещении и передачи информации, через так называемые стигмержи.
Биологически, стигмержи осуществляют через феромоны – специальный секрет,
откладывается след при перемещении муравья. Чем выше концентрация феро-
монов по тропе, тем больше муравьев будет по ней двигаться.

В последнее время широко распространены приближенные алгоритмы, явля-
ющиеся модификациями точных методов, изначально ориентированы на поиск
приближенного решения с оценкой отклонения от оптимального. В целом, при-
ближенным методом посвящена обширная литература. В работе [12] приведены
описания многих подходов к нахождению приближенных решений, а также дан
список работ по данным вопросам.

Основные результаты. Многомерная задача о ранце имеет многочис-
ленные приложения и является одной из основных модульных задач комбина-
торной оптимизации. С точки зрения теории сложности эта задача NP-сложная.
Поэтому в последнее время основное внимание уделяется приближенным мето-
дом решения данной задачи. Следует отметить, что эта тенденция характерна
для комбинаторной оптимизации.

Известны различные подходы нахождения как точных, так и приближенных.
При последовательном построении решения и компоновке варианта очередность
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конкретизации компонент вектора решения значительной степени предопределя-
ет эффективность работы алгоритма метода ветвей и границ. Экспериментально
это было показано в [7]. Одностороннее выявление исключает выбор приори-
тетного подмножества вариантов, содержащего компоненту с единичным и под-
множества с нулевым значением конкретизируемой переменной. В связи с этим,
очередность конкретизации еще более важный момент. Ниже предлагаются неко-
торые способы выбора переменной, которой присваивается значение «1».

Итак, рассматривается задача ЦЛП в постановке

𝑍 “ max
𝑛
ÿ

𝑗“1

𝑐𝑗𝑥𝑗

при ограничениях
𝑛
ÿ

𝑗“1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ď 𝑏𝑖, 𝑖 “ 1,𝑚;

𝑥𝑗 P t0,1u , 𝑗 “ 1,𝑛.

Алгоритм решения задачи состоит из трех этапов:

1. Формирование приоритетной последовательности конкретизации компонент
вектора решений значением «1».

2. Формирование самого вектора решений.

3. Улучшение полученного решения.

Для формального описания перечисленных пунктов введем следующие обо-
значения: 𝑝𝑗 - оценка j -ой компоненты вектора решений; 𝐼𝑥 “ t𝑗1,𝑗2, . . . ,𝑗𝑛u —
последовательность индексов компонент вектора решений, предопределяющих
порядок их конкретизации; 𝑠 — шаг конкретизации; 𝑅 — исходное значение це-
левой функции (рекорд),

𝐾𝑠
𝑥 “ t𝑗{𝑥𝑗 “ 1u ,

𝑏𝑠𝑖 “

¨

˝𝑏𝑖 ´
ÿ

𝑗P𝐾𝑠
𝑥

𝑎𝑖𝑗

˛

‚,

𝑉 𝑠
𝑗 “

 

𝑗{𝑏𝑠𝑖 ą 0, 𝑖 “ 1,𝑚
(

.

Формирование приоритетной последовательности можно осуществить несколь-
кими способами. От этого непосредственно зависит близость получаемого реше-
ния к оптимальному решению, а также получаемое значение целевой функции
— рекорд. Наличие рекорда уменьшает количество пересматриваемых вариантов
при улучшении приближенного решения. Отсеивание вариантов очень важный
момент при работе любых комбинаторных алгоритмов. Ниже рассматриваются
способы формирования последовательности приоритетов компонент вектора ре-
шений — претендентов на получение значения «1».

Первый способ формирования последовательности приоритетов следует
идеи жадного алгоритма. Ранжируемые компоненты вектора целевой функции в
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порядке невозрастания. Индексы компонент предопределяют приоритетную по-
следовательность. Если 𝑐𝑗1 ě 𝑐𝑗2 ě ¨ ¨ ¨ ě 𝑐𝑗𝑛 , то множество индексов компонент
вектора решения имеет ту же лексикографическую последовательность, а именно
𝐼𝑥 “ t𝑗1,𝑗2, . . . ,𝑗𝑛u, согласно которой, будут присваиваться значения «1» компо-
нентам вектора решений.

Второй способ навеян идеями алгоритмов муравьиной колонии. Феномена-
ми, предопределяющими правильное направление движения биологических су-
ществ, предполагается считать частоту появления положительных значений ком-
понент в векторах решения одномерных нецелочисленных задач о ранце.

Многомерную задачу о ранце можно рассматривать как состоящую из m-
одномерных, имеющих одну и ту же целевую функцию. Оптимальное решение
каждой из них является локальным по отношению к многомерной. Процедура ре-
шения одномерных задач о ранце вычислительном смысле несложная, особенно
если отказаться от требований целочисленности искомых величин. Метод реше-
ния нецелочисленной задачи о ранце был предложен Данцигом еще в шестидеся-
тых годах прошлого столетия (см. напр.[12]). Частота появления положительных
значений в решениях локальных задач может рассматриваться как оценка важ-
ности каждой компоненты в векторе решений. Следуя терминологии муравьиной
колонии это наличие феноменов.

Итак, для каждой i -той задачи составляются соотношения

𝜆𝑖𝑗 “
𝑐𝑗
𝑎𝑖𝑗

, 𝑗 “ 1,𝑛; 𝑖 “ 1,𝑚,

𝜆𝑖𝑗 упорядочиваются в порядке не возрастания для каждого i в отдельности.
Места расположения индекса j предопределяют очередность присвоения поло-
жительных значений компонент вектора локальных решений. Первые (k-1) ком-
понент принимают значения «1». Имеем

𝑥𝑖𝑗1 “ 𝑥𝑖𝑗2 “ ¨ ¨ ¨ “ 𝑥𝑖𝑗𝑘´1
“ 1,

𝑥𝑖𝑗𝑘`2
“ 𝑥𝑖𝑗𝑘`2

“ ¨ ¨ ¨ “ 𝑥𝑖𝑛 “ 0,

𝑘-ая компонента определяется как дробное значение, вычисляемое по формуле

𝑥𝑖𝑗1 “
𝑏𝑖 ´

ř𝑘´1
𝑙“1 𝑎𝑖𝑗𝑙
𝑎𝑖𝑘

.

Следует отметить, что k различное для каждого 𝑖 “ 1,𝑚. Приоритетная оцен-
ка каждой j -ой компоненты определяется величиной

𝑝𝑗 “
𝑚
ÿ

𝑖“1

𝑥𝑖𝑗 .

Ранжированная последовательность 𝑝𝑗 в порядке невозрастания определяет
множество 𝐼𝑥 “ t𝑗1,𝑗2, . . . ,𝑗𝑛u.

Третий способ предполагает комбинирование идеи жадного алгоритма с
учетом возможностей присвоения значения «1» большему количеству компонент
вектора решений. Другими словами, оценка определяется по формуле

𝑝𝑗 “ 𝑐𝑗 ˚
𝑚
ÿ

𝑖“1

p𝑏𝑖 ´ 𝑎𝑖𝑗q, 𝑗 “ 1,𝑛.
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Ранжировка в порядке невозрастания оценок 𝑝𝑗 предопределяет 𝐼𝑥 “ t𝑗1,𝑗2, . . . ,𝑗𝑛u.
Формирование варианта решения. Изначально берем вектор 𝑥 “ p𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛q,

компоненты которого имеют значение «0». Согласно последовательности индек-
сов 𝐼𝑥 присваиваются значения

𝑥𝑗1 “ 𝑥𝑗2 “ ¨ ¨ ¨ ` 𝑥𝑗𝑘´1
“ 1, 𝑥𝑗𝑘 “ 0,

где k определяется из соотношения
´

𝑏𝑖 ´
ř𝑘´1

𝑙“1 𝑎𝑖𝑗𝑙

¯

ě 0 для 𝑖 “ 1,𝑚.

Если существует такой 𝑗𝑟p𝑟 ą 𝑘q, что p𝑏𝑟𝑖 ´ 𝑎𝑖𝑗𝑟 q ě 0 при 𝑖 “ 1,𝑚, то 𝑥𝑗𝑟 “ 1.
Следует отметить, что таких r может быть больше, чем один.

Улучшение полученного приближенного решения предлагается осуществить
через способ двойственности при формировании решения [12]. В называемом пря-
мом способе конкретизации переменных вектор решений 𝑥 “ p𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛q со-
держит все нулевые компоненты p𝑥𝑗 “ 0, 𝑗 “ 1,𝑛q. Конкретизируются значения
«1» согласно приоритетной очереди 𝐼𝑥. В двойственном способе считается, что
исходное положение вектора таково, что 𝑥𝑗 “ 1 p 𝑗 “ 1,𝑛q. Определяется, какие
компоненты 𝑥𝑗 следует сделать нулевыми, чтобы довести вектора до допустимого
решения, удовлетворяющего системе ограничений.

В рассматриваемом случае имеется решение, в котором несколько компонент
имеется со значением «1». Проверяется возможность улучшить имеющиеся ре-
шение, если «1» заменить на «0».

Пусть имеется приближенное решение 𝑋 “ p𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛q, в котором 𝑥𝑞 “ 1.
Принимается 𝑥𝑞 “ 0; формируется 𝐾𝑠´1

𝑥 ; а также 𝑏𝑠´1
𝑖 “ p𝑏𝑠𝑖 ` 𝑎𝑖𝑞q , 𝑖 “ 1,𝑚;

определяется содержание 𝑉 𝑠
𝑗 . Если 𝑉 𝑠´1

𝑗 ‰ H, то проверяется возможность улуч-
шения имеющегося рекорда R. А именно, если

¨

˝

ÿ

𝑗P𝐾𝑠´1
𝑥

𝑐𝑗 `
ÿ

𝑗P𝑉 𝑠´1
𝑥

𝑐𝑗

˛

‚ą 𝑅,

то формируется новый вектор 𝑋 “ p𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑞 “ 0, . . . 𝑥𝑛q на основе последова-
тельности 𝐼𝑥. В противном случае улучшить решение нельзя, заменяя значение
𝑥𝑞 на нулевое.

Возможны следующие случаи:

1. Получили решение лучше предыдущего, получаем новый рекорд.

2. Убедились, то улучшение быть не может.

3. Следует выбрать следующую компоненту со значением «1» в приближен-
ном решении.

Таким образом, поочередно компоненты со значением «1» меняют значение «0»
и каждый раз проверяются на возможность улучшения.

Пример. Дана задача о многомерном ранце

𝑍 “ maxp4𝑥1 ` 2𝑥2 ` 5𝑥3 ` 3𝑥4 ` 6𝑥5 ` 𝑥6 ` 7𝑥7q

при ограничениях
$

&

%

2𝑥1 ` 3𝑥2 ` 4𝑥3 ` 6𝑥4 ` 2𝑥5 ` 𝑥6 ` 7𝑥7 ď 10
4𝑥1 ` 6𝑥2 ` 3𝑥3 ` 2𝑥4 ` 𝑥5 ` 3𝑥6 ` 6𝑥7 ď 10
6𝑥1 ` 2𝑥2 ` 4𝑥3 ` 3𝑥4 ` 5𝑥5 ` 2𝑥6 ` 4𝑥7 ď 10
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𝑥𝑗 P t0,1u , 𝑗 “ 1,7.

Согласно первому способу формирования приоритетов, имеем 𝐼𝑥 “ t7, 5, 3, 1, 4,
2, 6u. Последовательность соответствует ранжированной последовательности ко-
эффициентов целевой функции.

Вариант решения согласно полученной последовательности определяется сле-
дующим образом

𝑥7 “ 1; 10´ 7 “ 3; 10´ 6 “ 4; 10´ 4 “ 6; 𝑅 “ 7;

𝑥5 “ 1; 3´ 2 “ 1; 4´ 1 “ 3; 6´ 5 “ 1; 𝑅 “ 7` 6 “ 13

Больше единичных значений присвоить нельзя. Вариант

𝑥 “ t0, 0, 0, 0, 1, 0, 1u ; 𝑅 “ 13.

Определим вариант согласно второму способу формирования приоритетов.

𝜆1𝑗 ::“
4

2
;
2

3
;
5

4
;
3

6
;
6

2
;
1

1
;
7

7
;

Расположение индексов j согласно ранжировке 𝜆1𝑗 следующее t5, 1, 2, 4, 3, 7, 6u;
𝑥5 “ 𝑥1 “ 𝑥2 “ 1; 𝑥5 “ 3

6 “
1
3 ; 𝑍1 “ 13,0;

𝜆2𝑗 ::“
4

4
;
2

6
;
5

3
;
3

2
;
6

1
;
1

3
;
7

6
;

Расположение индексов j t5, 3, 4, 7, 1, 6u; 𝑥5 “ 𝑥3 “ 𝑥4 “ 1; 𝑥7 “ 4{6 “ 2{3;
𝑍2 “ 18,6;

𝜆3𝑗 ::“
4

6
;
2

2
;
5

4
;
3

3
;
6

5
;
1

2
;
7

4
;

Расположение индексов j следующее: t7, 5, 3, 2, 4, 1, 6u; 𝑥7“ 𝑥5 “ 1; 𝑥3 “ 1{4;
𝑍3 “ 14,2;

Локальные решения следующие:

1 1 0
0 0 1
0 0 1{4

1{3 0 0
1 0 2{3
0 0 1

Приоритетные оценки 𝑝𝑗 для каждого j следующие:

𝑃1 “ 1; 𝑃2 “ 1; 𝑃3 “ 1
1

4
; 𝑃 4 “ 1

1

3
; 𝑃5 “ 3; 𝑃 6 “ 0; 𝑃7 “ 1

2

3
;

Ранжированная последовательность приоритетов 𝐼𝑥 “ t5, 7, 4, 3, 1, 2, 6u. При-
ближенное решение 𝑥 “ t0, 0, 0, 0, 1, 0, 1u ; 𝑅 “ 13;

Согласно третьему — комбинированному способу — приоритетные оценки
определяются с учетом суммарных невязок в системе ограничений.

𝑃1 “ tp10´ 2q ` p10´ 4q ` p10´ 6qu ¨ 4 “ 72; 𝑃2 “ 19 ¨ 2 “ 38;
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𝑃3 “ 19 ¨ 5 “ 95; 𝑃4 “ 19 ¨ 3 “ 57; 𝑃5 “ 22 ¨ 6 “ 132; 𝑃6 “ 24 ¨ 1 “ 24;

𝑃7 “ 13 ¨ 7 “ 91.

Последовательность приоритетов 𝐼𝑥 “ t5, 3, 7, 1, 4, 2, 6u . Приближенное реше-
ние 𝑥 “ t0, 0, 1, 0, 1, 0, 0u ; 𝑅 “ 11.

Проведем улучшение полученных приближенных решений. Для первого спо-
соба имеем

𝑋 “ t0, 0, 0, 0, 1, 0, 1u ; 𝐼𝑥 “ t7, 5, 3, 1, 4, 2, 6u ; 𝑅 “ 13.

Предполагается 𝑥5 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

3
4
6

˛

‚; 𝑉 1
𝑗 “ t1,6u ;

ÿ

𝑗P𝑣1
𝑗

𝑐𝑗 “ 5; 5` 7 ă 13.

Улучшения не может быть.
Предполагается 𝑥7 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

8
9
5

˛

‚; 𝑉 1
𝑗 “ t2, 3, 4, 6u ;

ÿ

𝑗P𝑣1
𝑗

𝑐𝑗 “ 9` 6 “ 15.

Согласно последовательности 𝐼𝑥 принимаем 𝑥3 “ 1;

𝑏2𝑖 “

¨

˝

4
6
1

˛

‚; больше единичных значений нельзя поставить, т.е. 𝑉 3
𝑗 “ H.

Имеем 𝑍 “ 6` 5 “ 1 ă 13. Улучшение нет.
Для второго способа имеем

𝑋 “ t0, 0, 0, 0, 1, 0, 1u ; 𝐼𝑥 “ t5, 7, 4, 3, 1, 2, 6u ; 𝑅 “ 13.

Предполагаем 𝑥5 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

3
4
6

˛

‚; 𝑉 1
𝑗 “ t1, 6u ;

ÿ

𝑗P𝑉 1
𝑗

𝑐𝑗 “ 5; 5` 7 “ 12 ă 13;

Аналогично, как и в первом случае, улучшения не может быть.
Предполагаем 𝑥7 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

8
9
5

˛

‚; 𝑉 1
𝑗 “ t2, 3, 4, 6u ;

ÿ

𝑗P𝑉 1
𝑗

𝑐𝑗 “ 9; 9` 6 “ 15; 15 ą 𝑅 “ 13;

Проверяем: 𝑥4 “ 1; 𝑏2𝑖 “

¨

˝

2
7
2

˛

‚; 𝑉 2
𝑗 “ t6u ; 𝑥6 “ 1; 𝑏3𝑖 “

¨

˝

1
4
0

˛

‚; 𝑉 3
𝑗 “ H;

𝑍 “ 6` 3` 1 “ 10; 10 ă 13; Улучшения нет.
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Для третьего способа имеем

𝑋 “ p0, 0, 1, 0, 1, 0, 0q ; 𝐼𝑥 “ t5, 3, 7, 1, 4, 2, 6u .

Полагаем 𝑥3 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

8
9
5

˛

‚; 𝑉 1
𝑗 “ t2,4,6,7u ;

ÿ

𝑗P𝑉 1
𝑗

𝑐𝑗 “ 13; 𝑍 “ 13` 6 “ 19; 19 ą 𝑅 “ 11;

Проверяем: 𝑥7 “ 1; 𝑏2𝑖 “

¨

˝

1
3
1

˛

‚; 𝑉 3
𝑗 “ H; 𝑍 “ 13 ą 11. Вариант решения

𝑋 “ p0,0,0,0,1,0,1q ;𝑅 “ 13; Полагаем 𝑥5 “ 0;

𝑏1𝑖 “

¨

˝

6
7
6

˛

‚; 𝑉 2
𝑗 “ t1,2,4,6u ;

ÿ

𝑗P𝑉 2
𝑗

𝑐𝑗 “ 12; 𝑍 “ 5` 12 “ 17 ą 11;

Проверяем: 𝑥1 “ 1; 𝑏2𝑖 “

¨

˝

4
3
0

˛

‚; 𝑉 2
𝑗 “ H; 𝑍 “ 4` 5 “ 9 ă 13. Приближенное

решение
𝑋 “ p0,0,0,0,1,0,1q ; 𝑅 “ 13.

Заключение. В работе приведено построение двухэтапных алгоритмов
решения многомерной задачи о ранце. На первом этапе рассматриваются спосо-
бы построения ранжированных последовательностей индексов компонент векто-
ра решений, согласно которым осуществляется конкретизация переменных 𝑥𝑗 со
значением «1». Использованы эвристические подходы, основанные на правдопо-
добиях, но не имеющих строгих доказательств.

Предложены три способа построения последовательностей. Первый основан
на идее жадного алгоритма, третий комбинированный способ, и именно, идея
жадного с учетом величины суммарной невязки в системе ограничений, практи-
чески предопределяющих количество единичных компонент в векторе решений
и, в какой-то степени, значение целевой функции. Второй алгоритм навеян идея-
ми метаэвристических алгоритмов. Здесь используется поведение биологических
существ в поиске пищи. Другими словами, в поиске оптимального варианта до-
стижения цели — накормиться.

Существует множество алгоритмов оптимизации основанных на идее мура-
вьиной колонии. В работе дан новый подход поиска определения компонент, пре-
тендующих на значение «1». На основе частоты появления положительных зна-
чений компонент в векторах, решения локальных одномерных нецелочисленных
задач о ранце составляется последовательностью претендентов. Разделение мно-
гомерной задачи о ранце на множество одномерных давно используется для полу-
чения оценки множества вариантов в методе ветвей и границ при двухстороннем
ветвлении [12].

Вторая часть алгоритмов предполагает улучшение полученного приближен-
ного решения. Эта часть использует идею двойственности при формировании
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самого решения. Проверяется возможность улучшить решение за счет поочеред-
ной замены компонент со значением «1» на значение «0». Есть случаи, что это
удается. Однако главную роль играет построение приоритетной последователь-
ности конкретизации. Приведенный пример как-то демонстрирует возможности
алгоритмов. Проводится большой эксперимент. Более весомое слово будет сказа-
но позже.
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Юхименко Б. I., Волкова Н. П.
Наближенi алгоритми розв’язання задачi про багатовимiрний ранець

Резюме

Робота присвячена створенню комбiнаторних алгоритмiв розв’язання багатовимiрної
задачi про ранцi. Показана актуальнiсть проблеми. Дан невеликий iсторичний аналiз
дослiджень i публiкацiй комбiнаторних алгоритмiв дискретної оптимiзацiї. Звернуто
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увагу на складнiсть обчислень при вирiшеннi такого роду завдань. Припущено викори-
стовувати наближенi алгоритми. В роботi наведенi три способи отримання наближених
рiшень, розроблених на iдеях жадiбного алгоритму, генетичного алгоритму мурашиної
колонiї, а також деякого комбiнованого пiдходу. Сутнiсть алгоритмiв полягає в тому, що
конкретизацiя компонент вектора рiшень слiдує сформованої прiоритетної черзi. Вiд-
повiдно до неї присвоюється значення «1» поки це допустимо. Отримана послiдовнiсть
залежить вiд використаної iдеї. Значення цiльової функцiї (рекорд) отриманого рiшення
є основою вiдсiювання варiантiв при його полiпшеннi. Саме полiпшення здiйснюється
через подвiйний пiдхiд комбiнаторних алгоритмiв. Наведено числовий приклад.
Ключовi слова: комбiнаторнi методи, наближене рiшення, багатовимiрна задача про
ранцi, жадiбний алгоритм, мурашина колонiя, рекорд, вiдсiювання .

Yukhymenko B. I., Volkova N. P.
Approximate algorithms for solving the multidimensional knapsack problem

Summary

This paper is devoted to creating combinatorial algorithms for solving the multidimensional

knapsack problem. The urgency of the problem is shown. A small historical analysis of re-

searches and publications of the combinatorial algorithms for discrete optimization is given.

Attention is drawn to the computational complexity in solving such kind of problems. It is

expected to use approximation algorithms. The paper gives three ways of obtaining approx-

imate solutions developed on the ideas of a greedy algorithm, the genetic algorithm of ant

colony, and also some combined approach. The essence of algorithms is that the specification

of the solution vector components follows the formed queue priority. It is assigned the value

”1” as long as this is allowed. The obtained sequence depends form the used idea. The

value of the objective function (record) of the obtained solution is the basis for screening out

options as it improves. The improvement is realized through the dual approach of combina-

torial algorithms. A numerical example is given.

Key words: combinatorial methods, approximate solution, multidimensional knapsack prob-

lem, greedy algorithm, ant colony, record, screening out.
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ON SOME NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR
NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
DELAY
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In the paper, nonlocal boundary value problems are studied for higher order nonlinear ordi-

nary differential equations with delay. More precisely, on a finite interval r𝑎,𝑏s, the differential

equation 𝑢p𝑛qp𝑡q “ 𝑓p𝑡,𝑢p𝜏1p𝑡qq, . . . ,𝑢
p𝑛´1q

p𝜏𝑛p𝑡qqq is considered with the boundary conditions

𝑢p𝑖´1q
p𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, ℓp𝑢q “ 𝑐𝑛, where 𝑛 ě 2, 𝑓 : r𝑎,𝑏s ˆ R𝑛

Ñ R is a continuous

function having continuous partial derivatives in the last 𝑛 arguments, 𝜏𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r𝑎,𝑏s

p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q are continuous functions satisfying the inequalities 𝜏𝑖p𝑡q ď 𝑡 for 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏

p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q, ℓ : 𝐶𝑛´1
pr𝑎,𝑏sq Ñ R is a linear bounded functional, and 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q

are real constants. Sufficient conditions are established for the unique solvability of that

problem. An analogue of Fredholm’s first theorem is obtained. The conditions of the main

theorems guarantee also the well-posedness of that problem. An example is constructed

showing the optimality of the obtained conditions.

MSC: 34B10, 34B15.

Key words: nonlocal boundary value problem, ordinary differential equation, nonlinear, delay,

unique solvability.

Introduction. On a finite interval r𝑎,𝑏s, we consider the differential equation

𝑢p𝑛qp𝑡q “ 𝑓
`

𝑡,𝑢p𝜏1p𝑡qq, . . . ,𝑢
p𝑛´1qp𝜏𝑛p𝑡qq

˘

(1)

with the boundary conditions

𝑢p𝑖´1qp𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, ℓp𝑢q “ 𝑐𝑛. (2)

Here, 𝑛 ě 2, 𝑓 : r𝑎,𝑏s ˆ R𝑛 Ñ R is a continuous function having continuous partial
derivatives in the last 𝑛 arguments, 𝜏𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r𝑎,𝑏s p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q are continuous
functions satisfying the inequalities

𝜏𝑖p𝑡q ď 𝑡 for 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q,

ℓ : 𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq Ñ R is a linear bounded functional, and 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q are real
constants.

Important particular cases of (2) are the multi-point boundary conditions

𝑢p𝑖´1qp𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, 𝑢p𝑚qp𝑏q “
𝑚
ÿ

𝑘“0

𝛼𝑘𝑢
p𝑘qp𝑎𝑘q ` 𝑐𝑛 (3)

Received 30.08.2017 ©Partsvania N., 2017
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and

𝑢p𝑖´1qp𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q,
𝑛
ÿ

𝑘“0

𝛽𝑘𝑢
p𝑘´1qp𝑏𝑘q “ 𝑐𝑛, (4)

where

𝑚 P t0, . . . ,𝑛´ 2u, 𝑎 ď 𝑎𝑘 ă 𝑏 p𝑘 “ 0, . . . ,𝑚q,
𝑚
ÿ

𝑘“0

p𝑏´ 𝑎q𝑚´𝑘

p𝑚´ 𝑘q!
r𝛼𝑘s` ď 1, (5)

and

𝑎 ă 𝑏𝑘 ď 𝑏, 𝛽𝑘 ě 0 p𝑘 “ 1, . . . ,𝑛q,
𝑛
ÿ

𝑘“1

𝛽𝑘 ą 0. (6)

For the differential equation without delay

𝑢p𝑛qp𝑡q “ 𝑓
`

𝑡,𝑢p𝑡q, . . . ,𝑢p𝑛´1qp𝑡q
˘

, (7)

boundary value problems of the above mentioned type are subjects of numerous in-
vestigations (see, i.e., [1]– [10], [12]– [16], and the references therein).

Problems of the type (1), (2) are investigated by I. Kiguradze and Z. Sokhadze [11]
in the case, where

𝑓p𝑡,𝑥1, . . . ,𝑥𝑛q𝑥1 ě 0 for 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏, 𝑥𝑘sgn𝑥1 ě 𝑟 p𝑘 “ 1, . . . ,𝑛q, (8)

where 𝑟 is a sufficiently large positive constant.
I. T. Kiguradze and T. I. Kiguradze [8] have proved a Fredholm type theorem for

problem (7), (2), and based on that theorem they have established efficient conditions
guaranteeing the unique solvability of that problem. In the present paper, analogous
results are obtained for problem (1), (2). These results contain also the case where
condition (8) is violated.

Main Results. Before formulating the main results we introduce notations and
definitions used in the paper.

r𝑥s` “
|𝑥| ` 𝑥

2
, r𝑥s´ “

|𝑥| ´ 𝑥

2
.

𝐶pr𝑎,𝑏sq is the Banach space of continuous functions 𝑢 : r𝑎,𝑏s Ñ R with the norm

}𝑢}𝐶pr𝑎,𝑏sq “ max
 

|𝑢p𝑡q| : 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏
(

.

𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq is the Banach space of p𝑛´ 1q-times continuously differentiable func-
tions 𝑢 : r𝑎,𝑏s Ñ R with the norm

}𝑢}𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq “

𝑛
ÿ

𝑖“1

}𝑢p𝑖´1q}𝐶pr𝑎,𝑏sq.

Definition 1. We say that a vector function
`

ℎ11, . . . ,ℎ1𝑛;ℎ21, . . . ,ℎ2𝑛
˘

: r𝑎,𝑏s Ñ
R2𝑛 belongs to the set 𝒰ℓp𝜏1, . . . ,𝜏𝑛q if for any measurable functions ℎ𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ R
p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q satisfying almost everywhere on r𝑎,𝑏s the inequalities

ℎ1𝑖p𝑡q ď ℎ𝑖p𝑡q ď ℎ2𝑖p𝑡q p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q,
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the linear boundary value problem

𝑣p𝑛qp𝑡q “
𝑛
ÿ

𝑖“1

ℎ𝑖p𝑡q𝑣
p𝑖´1qp𝜏𝑖p𝑡qq,

𝑣p𝑖´1qp𝑎q “ 0 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, ℓp𝑣q “ 0

has only a trivial solution.

Definition 2. A linear bounded functional ℓ : 𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq Ñ R is said to be
positive if for any function 𝑢 P 𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq, satisfying the conditions

𝑢p𝑖´1qp𝑡q ą 0 for 𝑎 ă 𝑡 ď 𝑏 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q,

the inequality

ℓp𝑢q ą 0

holds.

Theorem 1. Let on the set r𝑎,𝑏s ˆ R𝑛 the inequalities

ℎ1𝑖p𝑡q ď
B𝑓p𝑡,𝑥1, . . . ,𝑥𝑛q

B𝑥𝑖
ď ℎ2𝑖p𝑡q p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q

hold, where
`

ℎ11, . . . ,ℎ1𝑛;ℎ21, . . . ,ℎ2𝑛
˘

P 𝒰ℓp𝜏1, . . . ,𝜏𝑛q.

Then problem (1), (2) has one and only one solution.

This theorem is an analogue of Fredholm’s first theorem for problem (1), (2).

Along with (1), (2) we consider the perturbed problem

𝑣p𝑛qp𝑡q “ 𝑓
`

𝑡,𝑣p𝜏1p𝑡qq, . . . ,𝑣
p𝑛´1qp𝜏𝑛p𝑡qq

˘

` 𝑞p𝑡q, (9)

𝑣p𝑖´1qp𝑎q “ r𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, ℓp𝑣q “ r𝑐𝑛. (10)

The following theorem is valid.

Theorem 2. Let the conditions of Theorem 1 be fulfilled. Then there exists a
positive constant 𝑟 such that for any 𝑞 P 𝐶pr𝑎,𝑏sq and r𝑐𝑖 P R p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q problem
(9), (10) has one and only one solution 𝑣 admitting the estimate

}𝑣 ´ 𝑢}𝐶𝑛´1pr𝑎,𝑏sq ď 𝑟

˜

𝑛
ÿ

𝑖“1

|r𝑐𝑖 ´ 𝑐𝑖| ` }𝑞}𝐶pr𝑎,𝑏sq

¸

,

where 𝑢 is a solution of problem (1), (2).

Consequently, the conditions of Theorem 1 guarantee not only the unique solv-
ability but also the well-posedness of problem (1), (2).
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Theorem 3. Let on the set r𝑎,𝑏s ˆ R𝑛 the inequalities

´ℎ𝑖p𝑡q ď
B𝑓p𝑡,𝑥1, . . . ,𝑥𝑛q

B𝑥𝑖
ď ℎ0 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q (11)

hold, where ℎ0 is a positive constant, and ℎ𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r0, ` 8q p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q are
continuous functions such that

𝑛
ÿ

𝑖“1

1

p𝑛´ 𝑖q!

ˆ 𝑏

𝑎

p𝜏𝑖p𝑡q ´ 𝑎q
𝑛´𝑖ℎ𝑖p𝑡q𝑑𝑡 ă 1. (12)

If, moreover, ℓ is a positive functional, then problem (1), (2) has one and only one
solution.

For the linear equation

𝑢p𝑛qp𝑡q “
𝑛
ÿ

𝑖“1

𝑝𝑖p𝑡q𝑢
p𝑖´1qp𝜏𝑖p𝑡qq ` 𝑞p𝑡q, (13)

where 𝑝𝑖 P 𝐶pr𝑎,𝑏sq p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q and 𝑞 P 𝐶pr𝑎,𝑏sq, Theorem 3 has the following form.

Corollary 1. If

𝑛
ÿ

𝑖“1

1

p𝑛´ 𝑖q!

ˆ 𝑏

𝑎

p𝜏𝑖p𝑡q ´ 𝑎q
𝑛´𝑖r𝑝𝑖p𝑡qs´𝑑𝑡 ă 1 (14)

and the functional ℓ is positive, then problem (13), (2) has one and only one solution.

It is easy to verify that the following lemma is true.

Lemma. Let either

ℓp𝑢q “ 𝑢p𝑚qp𝑏q ´
𝑚
ÿ

𝑘“0

𝛼𝑘𝑢
p𝑘qp𝑎𝑘q

and conditions (5) hold, or

ℓp𝑢q “
𝑛
ÿ

𝑘“0

𝛽𝑘𝑢
p𝑘´1qp𝑏𝑘q

and conditions (6) hold. Then the functional ℓ is positive.

By virtue of the above formulated lemma, Theorem 3 and Corollary 1 result in
the following propositions.

Corollary 2. Let on the set r𝑎,𝑏s ˆ R𝑛 inequalities (11) be satisfied, where ℎ0 is
a positive constant, and ℎ𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r0, `8q p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q are continuous functions
satisfying inequality (12). If, moreover, conditions (5) (conditions (6)) are fulfilled,
then problem (1), (3) (problem (1), (4)) has one and only one solution.

Corollary 3. If along with (14) conditions (5) (conditions (6)) are fulfilled, then
problem (13), (3) (problem (13), (4)) has one and only one solution.
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Example. Consider the problem

𝑢p𝑛qp𝑡q “ ´𝑝p𝑡q𝑢p𝑛´1qp𝑎q ` 𝑞p𝑡q, (15)

𝑢p𝑖´1qp𝑎q “ 0 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, 𝑢p𝑛´1qp𝑏q “ 0, (16)

where 𝑝, 𝑞 P 𝐶pr𝑎,𝑏sq, and
𝑝p𝑡q ě 0 for 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏.

This problem can be obtained from problem (13), (2) in the case, where

𝑝𝑖p𝑡q ” 0 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, 𝑝𝑛p𝑡q ” ´𝑝p𝑡q, 𝜏𝑛p𝑡q ” 𝑎, ℓp𝑢q ” 𝑢p𝑛´1qp𝑏q.

If ˆ 𝑏

𝑎

𝑝p𝑡q𝑑𝑡 ă 1,

then according to Corollary 1, problem (15), (16) has a unique solution. Assume now
that

ˆ 𝑏

𝑎

𝑝p𝑡q𝑑𝑡 “ 1, (17)

ˆ 𝑏

𝑎

𝑞p𝑡q𝑑𝑡 ­“ 0, (18)

and problem (15), (16) has a solution 𝑢. If we integrate both sides of equality (15)
from 𝑎 to 𝑏, then in view of (16) and (17) we find

´𝑢p𝑛´1qp𝑎q “ ´𝑢p𝑛´1qp𝑎q `

ˆ 𝑏

𝑎

𝑞p𝑡q𝑑𝑡,

which contradicts inequality (18). Consequently, if conditions (17) and (18) hold,
then problem (15), (16) has no solution. On the other hand, in this case for problem
(15), (16) all the conditions of Corollary 1 are satisfied except the strict inequality
(14), instead of which we have

𝑛
ÿ

𝑖“1

1

p𝑛´ 𝑖q!

ˆ 𝑏

𝑎

p𝜏𝑖p𝑡q ´ 𝑎q
𝑛´𝑖r𝑝𝑖p𝑡qs´𝑑𝑡 “ 1.

The above constructed example shows that the strict inequality (12) in Theorem 3
(the strict inequality (14) in Corollary 1) cannot be replaced by non-strict one.

Партцванiя Н.
Про деяку нелокальну крайову задачу для нелiнiйного звичайного диферен-
цiального рiвняння iз запiзненням

Резюме

В статтi вивчається нелокальна крайова задача для нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь вищого порядку iз запiзненням. А саме, на скiнченому iнтервалi r𝑎,𝑏s розглядається
диференцiальне рiвняння 𝑢p𝑛qp𝑡q “ 𝑓p𝑡,𝑢p𝜏1p𝑡qq, . . . ,𝑢

p𝑛´1q
p𝜏𝑛p𝑡qqq з крайовими умовами
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𝑢p𝑖´1q
p𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛´ 1q, ℓp𝑢q “ 𝑐𝑛, де 𝑛 ě 2, 𝑓 : r𝑎,𝑏sˆR𝑛

Ñ R — неперервна фун-
кцiя, яка має неперервнi частиннi похiднi за останнiми 𝑛 аргументами, 𝜏𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r𝑎,𝑏s
p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q є неперервними функцiями, що задовольняють нерiвностям 𝜏𝑖p𝑡q ď 𝑡 для
𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q, ℓ : 𝐶𝑛´1

pr𝑎,𝑏sq Ñ R є обмеженим лiнiйним функцiоналом, а
𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q — дiйснi константи. Отриманi достатнi умови єдиностi розв’язку та-
кої задачi та аналог першої теореми Фредґольма. Умови основної теореми гарантують
також коректнiсть задачi. Сконструйований приклад, який демонструє оптимальнiсть
отриманих умов.
Ключовi слова: нелокальна крайова задача, звичайне диференцiальне рiвняння, нелi-
нiйний, запiзнення, єдиний розв’язок .

Партцвания Н.
О некоторой нелокальной краевой задаче для нелинейного обыкновенного
дифференциального уравнения с запаздыванием

Резюме

В статье изучаэться нелокальная краевая задача для нелинейных дифференциальных
уравнений высшего порядка с запаздыванием. А именно, на конечном интервале r𝑎,𝑏s
рассматривается дифференциальное уравнение 𝑢p𝑛qp𝑡q “ 𝑓p𝑡,𝑢p𝜏1p𝑡qq, . . . ,𝑢

p𝑛´1q
p𝜏𝑛p𝑡qqq

с краевыми условиями 𝑢p𝑖´1q
p𝑎q “ 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛 ´ 1q, ℓp𝑢q “ 𝑐𝑛, где 𝑛 ě 2, 𝑓 :

r𝑎,𝑏sˆR𝑛
Ñ R — непрерывная функция, которая имеет непрерывные частные производ-

ные по последним 𝑛 аргументам, 𝜏𝑖 : r𝑎,𝑏s Ñ r𝑎,𝑏s p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q являются непрерывными
функциями, удовлетворяющими неравенствам 𝜏𝑖p𝑡q ď 𝑡 для 𝑎 ď 𝑡 ď 𝑏 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q,
ℓ : 𝐶𝑛´1

pr𝑎,𝑏sq Ñ R — ограниченный линейный функционал, а 𝑐𝑖 p𝑖 “ 1, . . . ,𝑛q — ве-
щественные константы. Получены достаточные условия единственности решения такой
задачи и аналог первой теоремы Фредгольма. Условия основной теоремы гарантиру-
ют также корректность задачи. Сконструирован пример, демонстрирующий оптималь-
ность полученных условий.
Ключевые слова: нелокальная краевая задача, обыкновенное дифференциальное уравне-
ние, нелинейный, запаздывание, единственное решение .
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