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УДК 614.841.34 
 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛООБМІНУ В 
СИСТЕМІ БАГАТОШАРОВИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ  

ТВЕРДИХ ТІЛ ЗА УМОВ ПОЖЕЖІ 
 

О.Ю. Пазен, канд. техн. наук, С.Я.Вовк, канд. техн. наук 
Львівський державний університет безпеки життєдіяльності 

 

Постановка проблеми. За даними звітів «Про пожежі та їх 
наслідки» за останні 5 років в Україні виникло понад 400 тисяч 
пожеж, унаслідок яких загинуло понад 14 тисяч людей та зни-
щено або пошкоджено понад 200 тисяч будівель, споруд та різних 
зовнішніх установок. Прямі збитки від пожеж склали близько 5,5 
млрд. грн. Тому актуальними задачами сьогодення є знаходження 
розподілу температурного поля в циліндричних конструкціях 
типу «суцільний циліндр всередині багатошарової циліндричної 
оболонки». Такі задачі зустрічаються під час процесів нагрівання 
трубобетонних колон, резервуарів, трубопроводів, тепловиділь-
них елементів циліндричної форми у ядерних реакторах АЕС, 
тощо. Характерною особливістю таких елементів є поєднання 
різного роду механічних та теплофізичних характеристик шарів, 
що робить їх більш досконалими. Проте, такий підхід зумовлює 
значні труднощі при розробці аналітичних методів їх до-
слідження. Тому розробка нових методів дослідження бага-
тошарових, зокрема, циліндричних конструкції є актуальною 
задачею сьогодення, що уможливлює врахування зазначених 
особливостей, є суттєвим кроком у підвищенні пожежної без-
пеки під час експлуатації даних конструкцій. 

Застосування прямого методу до розв’язування задач тепло-
обміну в багатошарових порожнистих циліндричних кон-
струкціях описано в публікаціях [1-3]. В основу цих публікацій 
покладено пряму (класичну) схему дослідження, що базується на 
методі редукції, концепції квазіпохідних, сучасній теорії систем 
лінійних диференціальних рівнянь, модифікованому методі влас-
них функцій Фур’є. Запропонований в роботі метод є поширен-
ням цієї схеми для випадку вкладених циліндричних тіл та не 
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накладає жодних обмежень на товщину та кількість шарів обо-
лонки. Крім того, на зовнішній поверхні розглядається крайова 
умова найбільш загального типу. 

Вихідна задача. Розглядається нескінченний суцільний 

циліндр радіусом 
1r r  всередині багатошарової порожнистої 

циліндричної оболонки радіусами 
1 2 1... n nr r r r     з однако-

вою початковою температурою 
0T T . Між ними існує ідеальний 

тепловий контакт. 
На зовнішній поверхні багатошарової порожнистої цилінд-

ричної конструкції існує конвективний теплообмін з навколиш-
нім середовищем, тобто виконуються крайові умови третього 
роду. Температура навколишнього середовища змінюється за де-

яким законом    , тобто залежить від часу  . Необхідно знайти 

розподіл нестаціонарного температурного поля  ,T r   у будь-

який момент часу   у такій складній системі. 

Вважається, що закон зміни температури     рівномірно 

розподілений у зовнішньому приповерхневому шарі, так, що ізо-
терми всередині циліндричної конструкції являють собою кон-
центричні кола. Це значить, що температура залежить лише від 
радіуса r  та часу   і задача є симетричною. 

Така постановка задачі зводиться до розв’язування дифе-
ренціального рівняння теплопровідності [4] 

   
 

, ,1
, 0, , 0,n

T r T r
с r r r

r r r

 
  



  
   

   
 (1) 

з початковою умовою  

  0,0T r T .    (2) 

крайовою умовою 

     ( , ) , ,n n

T
r T r

r
     


  


         (3) 

та умовою симетрії[5] 
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(0, ) 0
T

r






    (4) 

Тут  c r  — питома масова теплоємність матеріалу, 

Дж/(кг·oC),  r  — густина матеріалу, кг/м3,  r  — його коефі-

цієнт теплопровідності, Вт/(м·oC),  — коефіцієнт теплообміну, 
Вт/(м2·oC). 

Для розв’язування поставленої вихідної задачі паралельно 
ставиться допоміжна задача про визначення розподілу неста-
ціонарного температурного поля у багатошаровій порожнистій 
циліндричній конструкції з «вилученим» циліндром достатньо 
малого радіуса. При цьому умова симетрії вихідної задачі 
замінюється умовою другого роду на внутрішній поверхні цієї 
конструкції. Реалізація розв’язку допоміжної задачі проводиться 
шляхом застосування методу редукції із використанням концепції 
квазіпохідних. Надалі використовується схема Фур’є із застосу-
ванням модифікованого методу власних функцій. 

Для знаходження розв’язку вихідної задачі використано 
ідею граничного переходу шляхом прямування радіуса вилуче-
ного циліндра до нуля. Встановлено, що при такому підході всі 
власні функції відповідної задачі на власні значення не мають 
особливостей в нулі, а це означає, що й розв’язки вихідної задачі 
є обмеженими у всій конструкції.  

Висновки. До розв’язування вихідної задачі застосовано пря-
мий метод, причому вперше використано ідею граничного пере-

ходу. У загальній постановці (функція     вважається довіль-

ною, не накладається жодних обмежень на товщину оболонки та 
кількість шарів) таку задачу розв’язано вперше.   

Структура отриманих явних формул дозволяє створити ал-
горитм розрахунку температурного поля у вигляді автоматизова-
них програм, де достатньо лише ввести початкові дані. Заува-
жимо, що такі алгоритми включають в себе: а) обчислення ко-
ренів характеристичного рівняння; б) множення скінченного 
числа відомих матриць; в) обчислення визначених інтегралів; г) 
сумування необхідної кількості членів ряду для отримання зада-
ної точності розрахунку.  
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З розвитком техніки та промисловості епоксидні смоли та 

матеріали на їх основі знаходять все нові галузі застосування, 

причому, як правило, не поступаються зайнятими позиціями ін-

шим матеріалам [1]. 
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