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О ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ И НУЛЯХ 
ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ ОГРАНИЧЕННОГО I -ИНДЕКСА 

Пусть I — положительная непрерывная на [0, +оо) функция, а / — 
целая функция. Обозначим an(z;. / ) '= \fn)(z) |/га! и -срЛ2! /> Ц = 

= an(z; f)l~n(\z\). Функция / называется [1] целой функцией ограни­
ченного l-индекса, если существует iVeZ + такое, что для всех z e C и 
п е Z+ справедливо неравенство 

<p„(z; f, Z )<max%(z ; /, 1): О^к^Ю. (0.1) 
Наименьшее из чисел iVeZ + , для которых (0.1) выполняется, называ­
ется l-индексом функции /•; обозначим его через N(f; l). В частности, 
если I (х) ^ 1 (х 5= 0), то получаем классическое определение индекса 
Лт(/) целой функции /, введенное в [2]. Исследованию свойств целых 
функций ограниченного индекса посвящено много работ (библиографию 
см. в , [3]). Существенный вклад в развитие теории целых функций ог­
раниченного индекса сделал Г. Фрике [4—6]. Аналоги теорем Г. Фрике 
и некоторые новые теоремы, вызванные наличием I в определении (0.1),, 
для целых функций ограниченного Z-индекса анонсированы в [7], где, 
в частности, указаны необходимые условия ограниченности Z-индекса 
целой функции в- терминах ее логарифмической производной и поведе­
ния нулей. В настоящей статье будет доказан критерий ограниченности 
/-индекса целой функции в этих же терминах, причем при более общих 
условиях на функцию I, чем в [7]. 

Через Q обозначим класс положительных непрерывных на 1[0, +°°) 
функций I таких, что 

l(x + 0{ljl(x))) = 0(l(x)) (х-++<*>).• (0.2) 

Для любого г > 0 и I е Q положим п (г, z0, 1//) = 2 1 и Gr = 
laft-zoHr 

— Gr{f)= U{z: \z — ah\ =sj r/l(\ah\)}, где ak — нули функции /. Целью на-
и 

стоящей статьи является доказательство следующей теоремы. 
Теорема 1. Пусть l^Q. Целая функция / имеет ограниченный 1-ин-

декс тогда и только тогда, когда: 
1) для любого г>0 существует Р = Р(г)>0 такое, что 

]/'(zo)//(zo) I «S-P^Uol) для всякого ZQ^ C\GT; 
2) для любого г > 0 существует rc = re(r)'«=Z+ такое, что n(rjl(\z0\), 

ZQ, l//)5? Я для всякого ZQ e С. 
При 1{х)= 1 из теоремы 1 вытекают теорема 2 и лемма 1 из i[5]. 

Для доказательства теоремы 1 нам будут нужны некоторые другие кри­
терии ограниченности Z-индекса целой функции, обобщающие соответ­
ствующие теоремы Г. Фрике. Доказанная в § 1 теорема 2 является обоб­
щением теоремы 1 из I [4], а теоремы 5 и 6 — обобщениями теорем 4 и 5 
из.![6]. Доказательства этих теорем основаны на методике, разработан­
ной Г. Фрике. В то же время наличие в определении (0.1) фактически 
произвольной функции I вызывает новые трудности аналитического ха­
рактера, что хорошо видно при доказательстве теорем 1, 2 и подтверж­
дается необходимостью доказательства теоремы 3. 
© 1992 Шеремета М. Н., Кузык А. Д. 
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§ 1. Вспомогательные критерии 

Для целой функции /, чисел г>0 и zoe С обозначим M(r, z0, /) = 
= max{ | / (z) | : \z — z0\=rj и m(r, z0, /) = min (l/(z) I : \z — z0\ =r}. 

Теорема 2. Пусть l^Q. Целая функция f имеет ограниченный l-ин-
декс тогда и только тогда, когда для каждого г > О существуют числа 
Щ = Щ{г)^2+ и Ро = Ра(г)^ 1 такие, что для любого zo^C при неко­
тором ко = &o(zo), 0 < &о < Щ, выполняется неравенство 

' M(r/l(\z0\), z0, Л))<Р„| .Л)( 2 о ) | . (1.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть целая функция / имеет Z-индекс 
N(f; l) = N.<+°°, а г > 0. Положим Z(z)=Z(0) при х< 0 и Я(г) = 
= sup {Цх + t/l(х))II(х): -rs^t^r, x>0). В силу (0.2) 1<Я(г)<+». 
Положим также q(r) = [2(N + l)r]+ 1 и для любых г 0 е С и в е { 0 , 1 , . , . 
..., g(r)} определим 

/Д. (го, г ) = т а х % ( г ; /, Z): l |z-z0l < rer/(g(r)Z(|zff|)), 0^Л<ЛГ}, 
R* (z0, r) = max {ah (z; f) Гн (\z0\): | z - z01< w/(g (r) Z(| z01)}, 0 < & < N]. 
Так как из неравенства \z — z0\ ^nrJ(q(r)l(\zG\)) вытекает неравенство 
[z0 | -r/Z(|z0[)sS|z| sS |z0 |+r/Z(|zol), TO Z(|z|)<X(r)Z(|z0l). Отсюда сле­
дует, что \z - z0\ <rJl(\z0\)<rX(r)Jl(\z\), т. e. |z| - r l(r) /Z( |z |)< |z0l < 
< \z\ + rX(r)/l(\z\) и, таким образом, Z(|z0l)< Я(гЯ(г) )l(\z\). Поэтому 

{Я (r)}~<N+1) R*n (Zo, r) < Rn (z0, r) < {X (гЯ (r))}N Rl (z0, r). (1.2) 
Пусть числа К, 0<Zcn<iV, и zn, |z„ —z0| <nrj(q(r)l(\z0\)), такие, 

что 

Rl(z0, r) = aftn(zra.;/)Z-ftn(|z0|)- (1-3) 

Выберем z„ = z0 + (("• — l)/ra)(z„ — z0). Тогда 
| 4 - z 0 | < ( n - l ) r / ( g ( r ) i ( | z 0 | ) ) , ' (1.4) 

\z*n-zn\^r/(q(r)l(\z0\)). (1.5). 

Из (1.4) и определения i?ra-i (z0, г) вытекает, что i?„_1(z0, r)^aun(zn, / ) • 
"£—w(lzol)* Поэтому в силу (1.3) 

0 < Л* (z0, г) — i ? ^ i '(z0, r) < (aftn (z„; /) — akn (z*; / )) Z_?t" (\z0 \) = 
г = (i/kjikn(\z0\)))j^\f^)(z:+t(zn-zi))\dt. 

0 

Отсюда поскольку -т- | ф (i) | ̂  — ф (Z) для любой комплекснознач-
ной функции ср действительного переменного Z, получаем, что 

Rl <*„, г) - i?:_x (z0, г) < _ L « L f 1 /С*») (4 + z (z„ - 4)) I я = 
*»» "( l*oM)S 

= ahn+1 (z* + Z* (zn - 4 ) ; /) Г*»"1 (I h I) I (12o 1) (*« + 1) (z« - z*), 
0 < Z * < 1 . 

Таким образом, используя неравенства (1.5) и kn<:N и определения 
i?*(z0, г)и g(r), имеемRn(z0, r) —i?^_x(z0, r)<i?*(z0 , r)/2, т. е. .fln(z0, r ) < 
< 2 i d ( z 0 , r), и в силу (1.2) Rn(z0, r) ̂ {X(r%(r))}"R*n (z0, r ) < 
< 2 {Я (гЯ (r))}* i?Li (z0, r) < 2 {Я (гЯ (г))}" (Я (r)}*+ii?n_i (z0, r), Поэтому 
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max{cpfe (z; /, I): | z — г 0 1< r/l (| z01), 0 < & < iV} = Rq(r) (z0, r) < 
<P:(r) i?0(z0 , г) = Р0*(г)тах{фг1(2о;/, Z): 0 < & < J V } , (1.6) 

где P* (г) = 29(r) {Я (гЯ, (r))f9(r) {I (r)}ilf+1)qV. 
Пусть Ао, 0 < k0 = k0 (zo)< N, такое, что тах{фА(го; /, 1):0<к^ 

•s^N) = фйо(го; f,l). Для ЭТОГО ко ввиду (1.6) 
max{cpfto(z; /, Z): |z —z 01< r/Z (| z01 )}<^*( r ) фьо(г0;/, Z). (1.7) 

Пусть М (r/Z(|z0 |), z0, /(fto>) = |/(fto)(z*)|, |z*^z0 l = r/Z(|z0l)'. Тогда 
в силу (1.7) | /^(z*)|/Z f to(|z*|Xi>;(r) | /( f to)(z0) | /z4|z0 | ) , т. е.. |/(*»)(г*) | < 
< Pi (г) {Z (| z* | )/Z (| Z, | )}*° | Л ) (z0) | < Pi (r) {A (r)}h° | Л ) (| z01) | < 
<P^r){A(r)}w |/W(z0)|-Отсюда, положив nQ = щ{г)^ N = N{f; l) и Р0 = 
= P0 (r) = P* (r) {I (r)}N, получаем (1.1). 

Наоборот, пусть для любого г > О существуют «о = reo(r)s Z+ и Ро = 
= Ро(г)^ 1 такие, что для каждого г 0 е С при некотором k0 = ko(z0), 
0^к0^щ, выполняется (1.1). Возьмем г = 2, по — п0(2), Ро = Ро(2) 
и положим /о = [(ГПРО)/ГП 2] + 1. Для любой точки zo^sC, для соответ­
ствующего k0 = k0(z0) и всех / > / о в силу неравенства Коши и (1.1)' 

I /tft»+j) (*„) /Р-<{1 ( К I )/2}J M (2/1 (| z01), z0, f(ho)) < 
<P^Z(|z0 |)/2} j |/( f to>(z0)|, 

т. е. що+,(г0; Л * )< (W/ ( A o + /')') Л2_ ,фь0 К ; /. 0<Фк0(«о5 /i 0-Поэтому 
max {фп (z,0; /, Z): re e Z+) = max {<р„ (z0; /, Z): 0 «s re «£ &0 + / 0}. Отсюда, 
поскольку ко < n0, вытекает, что функция / имеет Z-индекс N(f; Z)< 
s£ щ + /о. Теорема 2 полностью доказана. 

Теорема 3. Пусть l^Q, a I* — непрерывная на [0, +<»)' функция 
такая, что l(x)/Q^l*(x)^.Ql(x), 1 ^ 9 = const, для всех х>0. 
Для того чтобы целая функция f имела ограниченный l-индекс, необ­
ходимо и достаточно, чтобы f была ограниченного I* -индекса. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть» N(/; 1^)<С + оо. Тогда для всех z e C 
и ni^N(f; Z*) + 1 имеем 

Фп(z; /, 0Z) = Фи(z; /, ZJ{Z* ( | z | )/(0Z (| z | ))}» < 
< {Z* ( | z | )/(9Z (| z |))}« max {qh (z; /, Z*): 0 < k < Ж (/; Z*)} = 

= {** (I г I )/(6Z (| z |))}» max {yh (z; /, 0Z) {0Z (| z | )/lt (| z | )*: 0 < k <iV (/; Z*)}< 
<{Z :K(|z|)/(0Z(|z|))}n-f tomax{9fe(z;/,0Z): 0 < & < i V ( / ; Z*)}, (1.8) 

где 0 < k0 = k0 (z) < N(f; Q. Так как Zjj. (| z |) ^ 0Z (| 3 j~) и n — ko~^ 1, то из 
^^следуетЛ^/; Ql)^.N(f; Z*)< + оо.Функция 0Z(a;) удовлетворяет ус­
ловию (0.2). Поэтому по теореме 2 для любого г > 0 существуют 
щ (г) е Z + Е Р 0 (г) ̂  1 такие, что для каждого zo e С при некотором 
ko = k0(z0), 0 ^ А0 ^ге 0 (г), выполняется неравенство 

М (r/(Ql (| z01)), z0, /) < Pl (r) | /(fto) (z0) |. (1.9) 
Взяв в (1.9) г вместо г/0, получаем, что для любого г > 0 существуют 
га0 (г) = га0 (0r) e Z+ и Р0 (г) = Р0 (0r) ^ 1 такие, что для каждого 
zo^C при некотором ko = ko(zo), 0 ^к0<т(г), выполняется неравен­
ство (1.1). Поэтому по теореме 2 N(f; l)>< +°°. 

Пусть теперь N(f; l)<+°°. Тогда, как показано выше, N(f; Z(0)< 
< +°°. Поэтому, как при доказательстве неравенства (1.8), для всех 
•n>N(f; Щ+1 и Z E C имеем ц>п(г; f, Z„) <{Z( | z\ )/(8Z* (| z| ) )Г^о-
• тах{фй(г; /, Z*): 0 < / с < Ж ( / ; Z/9)}, где 0 «s k0^N(f; Z/6). Отсюда, как 
и выше, вытекает, что N(j; l*)^N(f; Z/(0)< + оо. Теорема 3 доказана. 
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Теорема 4. Пусть I <s Q. Целая функция / имеет ограниченный 1-ин-
декс тогда и только Тогда, когда существуют го > 1, пое Z+ u Po 3 s 1 
такие, что для любого г ( е С /г^ш некотором k0 =ko(z0), О^ко^щ, 
справедливо неравенство (1.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость является простым следствием 
теоремы 2. Докажем достаточность. Если г0 > 2, то М (2/Z (| z01), z0 
/(fto)) ^ м(г0 /г (• | z01X z0, f^o)) < р01 /(feo)(z0) |,т. е. выполнено' (1.1) с г = 2. 
Из доказательства достаточности в теореме 2 видно, что N(f; 1)<+°°. 
Если же т-о < 2, то М, (г0/1 ( | г01), г0, /Со)) < Р01 /(fto) (z0) | , т . е. выполне­
но (1.1) с г = 2 и 2Z(Uol.)A"o вместо Z(lz<>l). Поэтому N(f; 2l/r®)< +°о, 
и по теореме 3 N(f; l)< +°°. 

Теорема 5. Пусть I e (?. Целая функция f имеет ограниченный I-
индекс тогда и только тогда, когда для любых чисел 0 < Гу < г2 < +°° 
существует число Р\(г\, г г ) ^ 1 такое, что для всех ZQ <г С 

Af(ra/Z(|zol), zo, / ) < Л ( П , r2)#(r l l /Z(!z0 l) , z0, / ) . (1.10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть iV(/; Z ) < + ° ° . Предположим от про­

тивного, что существуют числа 0 < г- < г2 < + °° такие, что для любого 
•Р* > 1 существует z0 = za (P^.) e C такое, что 

M(ri/l(\z0\),z0,f)>Pi,M^1/l(\z0\),z(),f). (1.11) 
По теореме 2 существуют nQ = n0(r2)^Z+ и Р 0 = ^0(^2)^ 1 такие, что 
для любого z0 <= С при некотором /йо = k0(z0), 0 < fto < га0, верно нера­
венство (1.1) с г2 вместо г. Выберем 

Р* = щ\ (г2/Г1)п° (Р0 + Г1/(г2 - г,)) + 1, (1.12) 

и пусть z0 = z0 (Р„.) — соответствующая точка, для которой выполняется 
(1.11), а к0^щ такое, что имеет место (1.1) с г2 вместо г. 

Пусть М(Г1/1 ( |z0 l) , z,o, /) = \f(z*) I, a M (r2/l ( | z01), z0, /°>) = | fj) (z*)|, 
./' «= Z+ . Тогда по неравенству Коши 

l / " , ( « o ) l / / K ( / ( U o l ) M ) , l / ( z * ) | , ; e Z t l (1.13) 

/(i)(4)-/(j)wl = •f fU+1){z)dz < | / ( Ж ) ( ^ ) | г Д М ) . (1-14) 

Из (1.13) и (1.14) следует, что 

I /°+u «+.) 1 > и < к 1 v.) 11 f « ) 1 -1 /«• w 11 > 
> 4 i fJ ) | / 0 ) ( 2 . ) | _ (^ iL in | / ( 2 , ) | i / s Z + , 

откуда 

> ^ I ,<« (<_s) I - M + « А (к 1) l/(2«) I >•.. 
' О ' « I Г I* У Г Г и I 

•>^'/(--->|Ш~Ыт <•-> /(2*)1 ]?о'\г1 

Так как в силу (1.11) |/(z0*) | / l /(z*) | > Л = - a 

.-*"••' \ г / ^ - г /г, — 1 ^ ° г — г 
j = 0 "• 1 ' 2 - 1 2 

Ю Сибирский математический журнал № 2, 1992 г. 
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ТО 

1/(4)1/1/(z*)l- 2 /Wi)''>o. 
Поэтому из (1.15) в силу (1.13) и (1.1) имеем 

откуда вытекает, что Р* < тг0! (rjrj1» (P0 + ^/(r,, — r^) , а это невозможно 
в силу (1.12). Необходимость доказана. 

Докажем достаточность. Пусть zo е С - произвольное число. Раз­
ложим функцию / в степенной ряд 

оо 

/ (z) = 2 &т (г - z0)™, | 6 т | = am (z0; / ) . (1.16) 
т=о 

Пусть ц(г, zo, /) = max {|6mlrm: m 3? 0) — максимальный член ряда 
(1.16), a v(r,. zo, /) = т а х Ы > 0 : | 6 т | г т = |я(г, z0, / )} —его центральный 
индекс. Тогда 

ц (г , г0, / ) < М ( г , z0, / ) < 2 I Ьт I (2 r )™2- m <2ц(2 r , z0, / ) , 
m—o 

2r 

1пц(2г, z0, / ) - 1пц(г, z0, /) = j ^ i ^ ^ > v ( r , z0, / ) ln2 , 
г 

т. е. 
v(r, zo, / ) < l + UnM(2r, zo, / ) - l n M ( r / 2 , z0, / )} / ln2 . (1.17) 

Пусть iV(/; Z; zo)—Z-индекс функции / в точке zo, т. е. наименьшее 
из чисел N, для которых справедливо неравенство (0.1) с z = zo. Легко 
видеть, что N(f; Z; z 0 ) < v(l/Z([z0 l) , Z0, / ) . С другой стороны, взяв в 
(1.10) 7-2 = 2 и г, = 1/2, имеем Л/(2/1 (| z01), z0, / ) < P ? M ( 1 / ( 2 Z ( | z01)), z0, 

/ ) , где Р* = Р] (1/2, 2). Поэтому из (1.17) получаем неравенство N (/; Z; 
z0)s£^l + (1пР*)/1п2для любого z o ^ C и, значит, 

ZV( / ;Z )< l + ( l n P * ) / 
In 2. Теорема 5 доказана. 

Теорема 6. Пусть I е (7. Целая функция / имеет ограниченный I-
индекс тогда и только тогда, когда для любого R > 0 существуют 
P2(R)> 1 и T](-ff)e(0, i?) такие, что для каждого zo^C и некоторого 
г е [T^(i?), R] выполняется неравенство 

M(rjl(\z0\), zo, f)<P2(R)m{rJl(\zo\), z0, / ) . (1.18) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть iV(/; Z ) = i V < + ° ° и i? > 0. Положим 

Л о - ^ о - Щ Т Т Г ' Д , - ^ ^ , г, = - | - ^ ( / = 1,2, . . . , i V ) . Пусть 
No = N(f; Z; z0). Ясно, что 0 < N0 < N. Разложим функцию / 

в ряд (1.16) и положим cm= |6 jZ" m ( |z 0 l ) = '(pm(z,o; /, I). Из определения 
N0 вытекает, что для всех ffleZt выполняется неравенство cNl0 ^ Rocm, 
т. е. существует наименьшее из {0, 1, . . . , No) число по такое, что 
Сп0 > стЛдго-п0 Для всех т е= Z+. Тогда с„о > cWoi?w0-n0 и с, < cjv0#iv0-fto 
при / < «о, ибо если Cjg^cNaRN0-n0 при некотором /о < гао, то C j o ^ 
~^cmRN -n для всех m e Z t , что противоречит выбору числа п0. По­
этому если | z — z01 = rN п /I ( | z01), то 
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/ (Z) | > I ЪПп I 1 Z - Z0 |"о - S I Ь« I I * - *о Г = ЧГ>п -п„ - 2 СгоГ^_По > 
т # « о о 

Для этих же значений z также имеем 

| / (*) | < 2 I Ь™ 11 z ~ zo \n < CN0 2 r^_„o == - f cWo. (1.20) 

Из (1.19) и (1.20) вытекает, что 

М (rN-nJl (| z01), z0, / ) < (8/7) a j V o< (16/7) Д ^ Ц г - ^ X 

Xm(rW o_ n o /Z( |z 0 | ) , z0, / ) , 

т. е. выполнено (1.18) с Pa(R) = 16/(7i?wr£) , TJ (Л) = rN =RN/8, r=r W o _„ e 

Необходимость доказана. 
Чтобы доказать достаточность, покажем, что существует число Р 

такое, что для всех zo е С 
M(2 /Z( | z 0 | ) , z0, / ) < Р * М ( 1 / г ( | г 0 | ) , z 0 , / ) , (1.21) 

так как из (1.21), как и при доказательстве теоремы 5, получим огра­
ниченность Z-индекса функции /. 

Положим R = 1/2. Тогда существуют Р2 — Р2(1/2) и ц = r i ( l / 2 ) e 
«s(0, 1/2) такие, что для любого z* e С и некоторого г е [ г ] , 1/2] 

М(г/1 ( | z* | ) , z*, / ) < i ^ m ( r / ^ ( | z* | ) , z*. /). (1.22) 

Обозначим Z* = max{Z(|z |) : | z - z 0 l ' • = 2/Z(|z„l)}, p0 = l/(2Z(|z0 | )) и 
pft = po + кц/l*, i ' e Z t . Тогда, как видно из доказательства теоремы 2, 
Z* = £Z(|z0l), 1 Д ( 2 Я . ( 2 ) ) < | < Я ( 2 ) и, значит, рА = (1/2 + кц/1)/1(Ш). 
Поэтому существует не зависящее от z0 число B * S N такое, что pra-i < 
< 2/Z ([z0 |) < р„ при некотором п =̂  п*. 

/ \zh ) | = max { | / (z) |: z <= Cfc}, a zfe — 
точка пересечения отрезка [z0, z& ] с окружностью Ch~\. Тогда 
|z** — Zfe I = T]/Z* < r]/Z ( I Zft I ) < l / ( 2 Z ( | z*j|)), и в силу (1.22) при 
некотором г е [т], 1/2] имеет место неравенство | / (z&*) | ^.M {r/l { \ z* | ) , 

max { | / (z) |: z е - С ц } . Таким образом, 

М (2/1 ( | z01), z0, /) < max { \f(z) |: z e= Си} < P2* max { | / (z) |: z e= C„ - i}< • • • 

.... < {Pt)n max { | / (z) |: z e= C0}< (P^) n* M (1/(21 ( | z01)), z0, / ) , 

т. е. справедливо неравенство (1.21) с i5* = (P*)"*, и тем самым тео­
рема 6 доказана. 

§ 2. Доказательство теоремы 1 

Пусть Я (г) определено, как при доказательстве теоремы 2. Покажем, 
что \z0 — ah\ >r / (2A(r)Z( |z 0 l ) ) для любого z o e C \ C r ( r > 0 ) и всех ftsN. 
Допустим от противного, что существуют z0 e C\G> i I t e N такие, что 
iz0 — ah\ < r/(2,X(r)Z(|zol))< r/Z(|z0l). Тогда, как показано при доказа­
тельстве теоремы 2, Z(|aJ)sS X(r)Z(|z0l) и, значит, . |z0 — a j < 
10* 
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s£ г / ( 2 Z ( k J ) ) < rjl(\ah\), что невозможно в силу того, что z 0 e ,C \G r . 
Возьмем теперь в теореме 6 R = г/(2Я(г)). Тогда существуют Р2 > 1 

и г ] е ( 0 , rj(2k(r))) такие; что для любого г о ^ С и некоторого г* е 
е [т ] , г / (2Цг) ) ] выполняется неравенство (1.18) с г* вместо г. Поэтому, 
используя неравенство Ко|ши, имеем l/'(z0) \ ^(l(\z0\)Jr*)M(r*/l(\z0\), 
zo, f)«S (Pz/ц)l(\zo\)m(r*Jl(Iz0!), zl0, / ) . Но для любого z0 <£ Gr круг 
{z: |z — z0l s£ г/(2Я(А-)/(|г01)!)> в силу неравенства |z0 — a j > 
>r/(2A,(r)Z(|z0 l)) не содержит нулей функции /. Поэтому |/(z0) I Ss 
>m(r*Jl(\z0\), z0, /) и, так|им образом, \f (z0)Jf(z0) I =s£(iyT))J(lzol), т. е. 
свойство 1 теоремы 1 с Р = jiV"n доказано. 

Прежде чем доказывать свойство 2, покажем, что если функция / 
имеет ограниченный 1-жмдеЫ, то для любого R>0 существует Рз(Я)>0 
такое, что для всех z0 <= CI. и всех 0 .< г < i? выполняется неравенство 

n(rjl(\za\), zo, l / / )m(r /Z( |z 0 | ) , z0, / ) < rP3(R)M(R/l(\z0\), z0, / ) . (2.1) 
Действительно, по теор;еме 5 для любого R > О существует P4(R) = 

= P\(R, 2й)3г 1 такое, *гто для всех z0 e С верно неравенство 
M(2R/l(\z0\), z0, f)*ZPt(RJM(RJl(\zo\), zo, / ) . Отсюда, используя нера­
венство Коши, для всех z, |k — z0l = i?/Z(tz0l), имеем 

\f'(z)\ <(2№)ЦЫ)М(2Д/1(Ы), Ч, /) = 
<(2/ i?)P4( |R)/( lzol) if( i?/ / ( |zol) , zo, / ) . 

Если f{z)¥= 0 на {z: |z — z0li = r/Z(!zol)}, то 

(2.2) 

n(r/l(\z0\), z0, 1//) 

< 

1 
2m J (f'(z)/f(z))dz 

|г-го1=г /г(1го1) 

W(l*ol)'V) 

Из (2.2) и 2.3 вытекает, 
<(2/R)P4(R)rM(R/l(\z!0\), 

e-/4KD'V/) чы) 
(2.3) 

что n(rjl(\z0\), zo, i/f)m(rjl(\z0\), z,a, / ) < 
го, / ) , т. е. выполнено (2.1) с PS(R) = 

2P4(R)JR. Если же на \{z: \z — z0\ = r/Z(|z0j)} имеются нули функ­
ции /, то неравенство (2.1) очевидно. 

Возьмем теперь в теореме 6 i? = l. Тогда существуют Рг ^ 1 и ц <^ 
е ( 0 , 1) такие, что для любого z0 е С и некоторого r^ e [ц, 1] выпол­
няется неравенство (1.18) с г.% вместо г. По теореме 5 существует Р$ = 
= JPI(T], 1) такое, что для всех z-o e С имеет место неравенство 
М (1/Z ( | z01), z0, /) < P 5 M (л/1 (| z01), z0, /) < P 5 M (r^/Z (| z01), z0, / ) . Поэтому 
для любого zo e С существует r% <= [TJ, 1] такое, что 

' M(l/Z( |z0 l ) , z'o, / ) s £ / V W * / J ( U o l ) , z0, / ) . 

Но в силу (2.1) существует 
/ Z | z 0 | ) , z 0 , / ) < P e r * M ( l / Z ( | 
неравенство п(ц/1(\г0\), z0, 

Пусть теперь г > г] = л 
| z— z01 = r/l ( | z01)}. Тогда 

p с центрами в К, причем 
ная. Пусть K = {z: |z —z0! 
са р = ц/1(г)1(\г<1\)) с 
T | / U K - | ) ^ T i / J * > T i / ( 4 r ) Z ( 

1//) 

(2.4) 
Рб = Р(1) такое, 4Tora(r^/Z (| z0|), z0, 
| ) , z0, /). Поэтому из (2.4) получаем 

l/f)^P7=P2P5P6. 
(1)—произвольное число и Z* = max{Z( |z | ) : 
Ẑ . ^ X ( r ) Z(|z0 | ) . Положим p = T i / ( ^ ( ^ ( l z o i ) ) 

и i? = r/Z(|zol).. Нетрудно показать, что любой замкнутый круг_7Г радиу­
са R можно покрыть конечным числом m замкнутых кругов К, радиуса 

m sg В (Rip)2, где В — абсолютная постоян-
: R}, a Kj — соответствующие круги радиу-

центрами zh \z, — z0! ^ r /Z( |zJ) . Так как 
)) = р, то в каждом Kj содержится 

не более чем Р7 нулей функции /. Поэтому в круге К содержится 
не более чем BP7(R/p)2 =± ВР7(гХ(г),/л))2 нулей функции /. Таким об_-

n(r) = [BP7(r%(r)Jr\)2] + 1, т. е. свойство 2 разом, re(r/Z(|z<>l), z0, 
теоремы 1 доказано. 

Наоборот, пусть выполнены условия 1 и 2. Из свойства 2 вытекает, 
что для любого R>0 существует n(R)^Z+ такое, что в любом круге 
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К = {г: Iz —z0 | < i?/Z(1z0|} количество нулей функции / не превышает 
й(Д) . Положим a = a(R) = R/(2{n(R) + i)X(RX(R))). По условию 1 су­
ществует P = P(R)^1 такое, что | / ' (z ) / / (z) I sSPZ(|z|) для всех г е 
е C\G<„ т. е. для всех z, лежащих вне кругов {z: \z — an\ ^ 
^a(R)X(RX(R))/l(\z0\) = R/(2(n(R)+l)l(\z0\))}. Суммарная длина 
диаметров этих кругов не превышает числа Rn(R)/( (n(R)+ l)Z(|z.ol) ) < 
<RJI(\ZQ\). Поэтому существует окружность {z: \z — z,0| = r/Z(|z0[)} с 
R/(i(n(R)+l)X{RX(R)))=y](R)<r<R, на которой | / ' (z) / / (z) | < 
sePZ( |z ] )< PZ(|z0 |)X(i?). Для любых точек Z! и z2, лежащих на этой 
окружности, имеем 

In /(*,) 
' 2 

/ы 
< /'(') | dz | < РЯ(Д) I ( | z01) , < 2ЛЛ,(Д)Р(Д). 

Ч Го I) 
1 

Отсюда вытекает, что Ж"(г//(1г01), z0, / ) < P2ira(r/Z(|z0l), z0, / ) , где Р2 = 
= P2{R)= exp i2RX(R)P(R)}, т. е. в силу теоремы 6 функция / имеет 
ограниченный Z-индекс. 

Следствие. Пусть I ^ Q, / — целая функция ограниченного 1-ин-
декса, <р — целая функция и i|)(z) = <p(z)/(z). Для того чтобы функция т|з 
была функцией ограниченного l-индекса, необходимо и достаточно, что­
бы функция ф была функцией ограниченного 1-индекса. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как / — функция ограниченного Z-индек-
са, то по теореме 1 для любого г > 0 существует n ( f ) e Z t такое, что 
n(r/l(\z®\), z0, 1 / / )<й(г ) для всех z 0 e C . Поэтому ra(r/Z(|z,0|), z0, 1/ф)< 
<:n(r/l(\zQ\), z.0, l/i |))< n(r/Z(|z0 | ) , z0, 1/<р)+n(r), т. е. условие 2 теоре­
мы 1 для функций ф и г|з выполняется или не выполняется одновре­
менно. 

Если теперь <р имеет ограниченный Z-индекс, то для любого г > О 
существуют числа Р Д г ) > 0 и Р ф ( г ) > 0 такие, что | / ' (z) / / (z) I ^ 
^Pf(r)l(\z\) и l<p'(z)/<p(z)| < P , ( r ) J ( | z | ) . для всех z e ( C \ G r ( / ) ) f l 
n(C'\Gr(<p)). Так как C\G r(i|j)<=(C\GT(/))n(C\G r(<p)) и ф'/ф = <р7«Р + / 7 / , 
то для всех zeC\G>(ip) справедливо неравенство |г|/(г)/*ф(г) | < 
< ( Р ; ( г ) + Pq,(r) )Z( |z |) , т. е. по теореме 1 функция г|) имеет ограничен­
ный Z-индекс. 

Наоборот, пусть "ф — функция ограниченного Z-индекса, г > 0 и z0 s 
е С \ б , ( ф ) , т. е. !z0 — о J > r/Z ( | 6 J ) для всех п е N, где Ь„ — нули функ­
ции ф. Тогда, как при доказательстве теоремы 1, нетрудно показать, 
что |z0 — Ъп\ Зз г/(X(r)l(\z-o\)) для всех re e N. Рассмотрим круг К = 
= {z: |z — z,0l «5 r/(2X(r)Z(|z,0l))},. который не содержит нулей функции 
Ф, но может содержать нули сп функции -ф. Так как of> — функция 
ограниченного Z-индекса, то количество с„ в круге К не превышает не­
которого числа %\ = щ(г/(2Х(г))). Поскольку для всех с„ е Ж выполня­
ется неравенство l(\z0\)^X(rX(r))l(\cn\), то каждый круг {z: Iz — c,J < 
< 7"i/Z(|c„ 1)} с rx = rj (А(щ +l)X(r)X(rX(r))) содержится в соответству­
ющем круге {z: |z — cn\ «S riX(rX(r) )/Z(|z0l)}. Суммарная длина диамет­
ров последних кругов не превышает 2п\Г1Х(гХ{г))]1{\гй\) = (п\1 (щ + 
-fl))r/(2A,(?-)Z(|z0 l))<r/(21(r)Z(|zol)) ,T.e. существует г*е=(0,г/(2Л,(г))) 
такое, что если \z — z0l =r*/Z(]z0 l ) , то zzfc.Gr (г|з) гэ G> (/). Для та­
ких z в силу теоремы 1 I ф' (г)/ф (г) | < | г|/ (z)/f (z) | + | / ' (z)// (z) | <; (Рф + 
•4-Р*) Z( |"z01), где Рф и Р* зависят только от п, т. е. от г. Так как 
ф7ф — аналитическая в круге К функция, то это неравенство справед­
ливо и в точке zo, т. е. по теореме 1 функция >ф имеет ограниченный 
Z-индекс. Следствие доказано. 
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